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Teste 3

Disciplina: Física Quântica II
Professores António Amorim, Luís Bento

11 de Dezembro de 2023

Número e Nome:

Esta secção é reservada ao avaliador:

Question: 1 2 3 4 Total

Points: 5 5 5 5 20

Score:

Assinatura:

• O exame tem a duração de 2h acrescidas de 1 h de tolerância, num total de 3h.

• Se for pedida uma justificação, esta deverá ser resumida e a sua avaliação corresponde
tipicamente a metade da cotação.

• É expressamente proibido a utilização do telemóvel. O seu uso incorre na anulação
imediata da prova.

• Pode utilizar o verso das folhas como rascunho.
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• eiθ = cos(θ) + i sin(θ)

• sin(α + β) = sin(α) cos(β) +
cos(α) sin(β)

• cos(α+ β) = cos(α) cos(β)−
sin(α) sin(β)

• Função de onda ψ(x, y, x; t)

• ⟨ϕ |ψ⟩ =
∫
ϕ∗ψ dx dy dz

• ||ψ||2 =
∫
ψ∗ψ dx dy dz

• Hermit. ⟨ϕ |Aψ⟩ = ⟨Aϕ |ψ⟩

• A |ψλ⟩ = λ |ψλ⟩

• |ψ⟩ =
∑

λ cλ |ψλ⟩

• ρ(λ) = | ⟨ψλ |ψ⟩ |2/ ⟨ψ |ψ⟩

• ⟨A⟩ =
∫
ψ(x)∗Aψ(x) dx

• σA =
√
⟨(A− ⟨A⟩)2⟩

• σx σp ≥ ℏ/2

• σA σB ≥ |⟨[A,B]⟩|
2

• σE σt ≥ ℏ
2

• De Broglie λB = 2πℏ/p

• px = −iℏ ∂
∂x

• p⃗ = −iℏ∇⃗

• p⃗ = ℏk⃗

•
∣∣ψ
k⃗

〉
= N e−ik⃗r⃗

• H = p2

2m + V (x, p)

• H ψE(. . .) = E ψE(. . .)

• iℏ∂ψ∂t = Hψ

• Caixa:

• ψn(x) =
√

2
lx
sin

(
nπ x

lx

)
• En = n2 ℏ2π2

2ml2x
n = 1, . . .

• Osc. Har. V (x) = c x2/2

• ω =
√

c
m l =

√
ℏ
mω

• h0(x) =
1

(πl2)1/4
e−

x2

2l2

• h1(x) =
2x/l

(4πl2)1/4
e−

x2

2l2

• h2(x) =
2(x/l)2−1

(4πl2)1/4
e−

x2

2l2

• h3(x) =
2(x/l)3−3x/l

(9πl2)1/4
e−

x2

2l2

• En = 1+2n
2 ℏω n = 0, . . .

• L⃗ = −iℏr⃗ × ∇⃗

• Lz = −iℏ ∂
∂φ ; L± = Lx ± iLy

• LzY
m
l = mℏY m

l m = −l . . . l

• L2Y m
l = l(l + 1)ℏ2Y m

l

• L±Ym
l =

√
l(l + 1)−m(m± 1)ℏYm±1

l

• Y 0
0 =

√
1
4π

• rY 0
1 =

√
3
4π z

• rY ±1
1 = ∓

√
3
8π (x± iy)

• r2Y 0
2 =

√
5

16π

(
2z2 − x2 − y2

)
• r2Y ±1

2 = ∓
√

5
8π z(x± iy)

• r2Y ±2
2 =

√
15
32π (x± iy)

2

• x = r sin(θ) cos(φ)

y = r sin(θ) sin(φ)
z = r cos(θ)

• V (r) = − e2Z
4πϵ0r

• ψnlm = Rnl(r)Y
m
l (θ, φ)

• En = − ℏ2
2mea20n

2 = −13.6eV
n2

• R10 = 2√
a3
0

e−
r
a0

• R20 = 2−r/a0

2
√

2a3
0

e−
r

2a0

• R21 = r/a0

2
√

6a3
0

e−
r

2a0

• VY = −CY e−
mBc2

ℏc r

r Yukawa

• d⟨A⟩
dt = i

ℏ ⟨[H,A]⟩+ ⟨∂A∂t ⟩

• a+ |i⟩ =
√
i+ 1 |i+ 1⟩

• ℏ = 1.054571× 10−34 J.s

• ℏ = 6.58120 . . .× 10−16 eV.s

• me = 9.109383 . . .×10−31 kg

• c = 2.99792× 108 m/s

• 1 eV≈ 1.6× 10−19 J

• mec
2 ≈ 511× 103 eV

• e = 1.60217 . . .× 10−19C

• mpc
2 = 938× 106 eV

• ϵ0 = 8.8541× 10−12 C2/Jm

• ℏc = 197.327 eV·nm

• e2

4πϵ0
= ℏc

137.036

• a0 =
4πϵ0ℏ2
mee2

= 0.0529 nm

• Å = 10−10m ; Fm = 10−15m

• kB = 8.617× 10−5 eV/K

•
∫ +∞
−∞ e−

x2

a2 dx = |a|
√
π

•
∫ +∞
−∞ x2n+1e−

x2

a2 dx = 0

•
∫ +∞
−∞ x2e−

x2

a2 dx = a3

2

√
π

•
∫∞
0 rne−

r
adr = n!an+1 a > 0

• 1 eV. nm = 1 MeV. Fm

• Eγ = ℏω , ω = 2πf e c = λf
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Pergunta 1 (5 Valores)
Duas partículas idênticas de spin 1/2 encontram-se num potencial de oscilador harmónico a
uma dimensão com frequência angular ω (segundo zz) . Considerando que as funções de spin
ortonormadas são representadas por χ1

± e χ2
± para sz = ±1

2 escreva:
a) As funções de uma partícula a considerar, incluindo o spin, e a função própria, ou funções
próprias, normada dos estados das duas partículas de energia total E0 = ℏω em função de
hi(z1), hj(z2). Justifique.
b) As funções de uma partícula a considerar, incluindo o spin, e a função própria, ou funções
próprias, normada dos estados das duas partículas de energia total E1 = 2ℏω em função de
hi(z1), hj(z2). Justifique.
Resposta:
a) ψ(z) = . . . . . . . . . . . .; . . . . . . . . . . . .; . . . . . . . . . . . .;. . . . . . . . . . . .; . . .
ψ(z1, z2) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

b)ψ(z) = . . . . . . . . . . . .; . . . . . . . . . . . .; . . . . . . . . . . . .; . . . . . . . . . . . .; . . .
ψ(z1, z2) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Pergunta 2 (5 Valores)
Considere a densidade de partículas para duas partículas idênticas definida por,

n(r⃗) =

∫
d3r⃗′

{
|ψ(r⃗, r⃗′)|2 + |ψ(r⃗′, r⃗)|2

}
para uma função de onda normalizada ψ(r⃗1, r⃗2).
a) Escreva a condição de normalização para ψ(r⃗1, r⃗2) e a partir dela calcule a normalização
associada a

∫
dr⃗ n(r⃗).

b) Se a função de onda de partículas idênticas em t = 0 for obtida a partir dos estados próprios
de energia do átomo de hidrogénio como

ψ(r1, θ1, ϕ1, r2, θ2, ϕ2) = NY 0
0 (θ1, ϕ1)Y

0
0 (θ2, ϕ2) (R10(r1)R10(r2) +R20(r1)R10(r2) +R10(r1)R20(r2))

, calcule a expressão final de n(r⃗) e determine a normalização N . (Sugestão: Considere a
integração em coordenadas esféricas d3r⃗ = r2 dr dΩ e as condições de ortogonalidade∫

dr r2Rnl(r)Rn′l(r) = δnn′ ).

c) Obtenha a função de onda em função de t e calcule a evolução no tempo da densidade de
partículas, n(r⃗, t) para o estado da alínea b) considerando que a energia de cada estado Rnl é
En
ℏ = −2×1016

n2 Hz
Resposta:
a) ⟨ψ|ψ⟩ = . . . . . . . . .;

∫
dr⃗ n(r⃗) = . . . . . . . . . . . .

b) n(r⃗) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
N = . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c)ψ(r⃗, t) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n(r⃗, t) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Pergunta 3 (5 Valores)
Para uma partícula de spin 1/2 podemos formar base formada pelos vetores que diagonalizam
Sz, [

χ+ 1
2

χ− 1
2

]
a) Assumindo que a expressão dos elementos de matriz de L± no formulário também é valida
para o spin escreva a matriz de Sx nesta base.
b) A rotação do sistema em torno do eixo dos xx por um ângulo de α = π/3 rad é realizada
pelo operador

R(α) = e−i
Sx
ℏ α

Calcule a matriz de rotação para esse ângulo.(Sugestão: Calcule a matriz M−1SxM com

M =
1√
2

[
1 −1
1 1

]
e M−1 =M t∗ =

1√
2

[
1 1
−1 1

]
e note que, para qualquer matriz, M−1eAM = eM

−1AM e para uma matriz diagonal

e

λ1 0
0 λ2


=

[
eλ1 0
0 eλ2

]
c) Suponha que os sistema está no estado χ+ 1

2
e que rodamos de acordo com b). Calcule o estado

resultante da rotação em função de χ− 1
2

e χ 1
2
.

Resposta:
a) Sx = . . . . . . . . . . . .
b) R(π/3) = . . . . . . . . . . . .
c) R(π/3)χ+ 1

2
= . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Pergunta 4 (5 Valores)
Quando colocamos um eletrão num campo magnético externo B⃗, damos origem a uma contri-
buição para o Hamiltoneano de,

∆H = −µ⃗ · B⃗

com a relação geral entre o momento magnético µ⃗ e o spin, µ⃗ = g q
2m S⃗ de onde resulta, no caso

do eletrão com g ≈ 2,
∆H =

e

me
S⃗ · B⃗

a) Tomando o campo magnético segundo o eixo dos zz B⃗ = B0e⃗z e as relações de comutação
[Sz, Sx] = iℏSy e [Sy, Sz] = iℏSx bem como a equação geral de evolução dos valores médios (no
formulário), calcule a equação para a derivada temporal do valor médio de Sx. Justifique.
b) Calcule a equação para a derivada temporal do valor médio de Sy. Justifique.
c) A partir das duas equações anteriores mostre que estes valores médios oscilam e determine a
sua frequência angular ω em função de B0.
Resposta:
a) d⟨Sx⟩

dt = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

b) d⟨Sy⟩
dt = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c) d2⟨Sx⟩
dt2

= . . . . . . . . . com ω = . . . . . . . . .
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