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É expressamente proibido a utilização do telemóvel. O seu uso incorre na anulação imediata da prova.

Pode utilizar o verso das folhas como rascunho.
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• eiθ = cos(θ) + i sin(θ)

• sin(α + β) = sin(α) cos(β) +
cos(α) sin(β)

• cos(α+ β) = cos(α) cos(β)−
sin(α) sin(β)

• Função de onda ψ(x, y, x; t)

• ⟨ϕ |ψ⟩ =
´
ϕ∗ψ dx dy dz

• ||ψ||2 =
´
ψ∗ψ dx dy dz

• Hermit. ⟨ϕ |Aψ⟩ = ⟨Aϕ |ψ⟩

• A |ψλ⟩ = λ |ψλ⟩

• |ψ⟩ =
∑

λ cλ |ψλ⟩

• ρ(λ) = | ⟨ψλ |ψ⟩ |2/ ⟨ψ |ψ⟩

• ⟨A⟩ =
´
ψ(x)∗Aψ(x) dx

• σA =
√
⟨(A− ⟨A⟩)2⟩

• σx σp ≥ ℏ/2

• σA σB ≥ |⟨[A,B]⟩|
2

• σE σt ≥ ℏ
2

• De Broglie λB = 2πℏ/p

• px = −iℏ ∂
∂x

• p⃗ = −iℏ∇⃗

• p⃗ = ℏk⃗

•
∣∣ψ
k⃗

〉
= N e−ik⃗r⃗

• H = p2

2m + V (x, p)

• H ψE(. . .) = E ψE(. . .)

• iℏ∂ψ∂t = Hψ

• Caixa:

• ψn(x) =
√

2
lx
sin

(
nπ x

lx

)
• En = n2 ℏ2π2

2ml2x
n = 1, . . .

• Osc. Har. V (x) = c x2/2

• ω =
√

c
m l =

√
ℏ
mω

• h0(x) =
1

(πl2)1/4
e−

x2

2l2

• h1(x) =
2x/l

(4πl2)1/4
e−

x2

2l2

• h2(x) =
2(x/l)2−1

(4πl2)1/4
e−

x2

2l2

• h3(x) =
2(x/l)3−3x/l

(9πl2)1/4
e−

x2

2l2

• En = 1+2n
2 ℏω n = 0, . . .

• L⃗ = −iℏr⃗ × ∇⃗

• Lz = −iℏ ∂
∂φ ; L± = Lx ± iLy

• LzY
m
l = mℏY m

l m = −l . . . l

• L2Y m
l = l(l + 1)ℏ2Y m

l

• L±Ym
l =

√
l(l + 1)−m(m± 1)ℏYm±1

l

• Y 0
0 =

√
1
4π

• rY 0
1 =

√
3
4π z

• rY ±1
1 = ∓

√
3
8π (x± iy)

• r2Y 0
2 =

√
5

16π

(
2z2 − x2 − y2

)
• r2Y ±1

2 = ∓
√

5
8π z(x± iy)

• r2Y ±2
2 =

√
15
32π (x± iy)

2

• x = r sin(θ) cos(φ)

y = r sin(θ) sin(φ)
z = r cos(θ)

• V (r) = − e2Z
4πϵ0r

• ψnlm = Rnl(r)Y
m
l (θ, φ)

• En = − ℏ2
2mea20n

2 = −13.6eV
n2

• R10 = 2√
a3
0

e−
r
a0

• R20 = 2−r/a0

2
√

2a3
0

e−
r

2a0

• R21 = r/a0

2
√

6a3
0

e−
r

2a0

• VY = −CY e−
mBc2

ℏc r

r Yukawa

• d⟨A⟩
dt = i

ℏ ⟨[H,A]⟩+ ⟨∂A∂t ⟩

• a+ |i⟩ =
√
i+ 1 |i+ 1⟩

• ℏ = 1.054571× 10−34 J.s

• ℏ = 6.58120 . . .× 10−16 eV.s

• me = 9.109383 . . .×10−31 kg

• c = 2.99792× 108 m/s

• 1 eV≈ 1.6× 10−19 J

• mec
2 ≈ 511× 103 eV

• e = 1.60217 . . .× 10−19C

• mpc
2 = 938× 106 eV

• ϵ0 = 8.8541× 10−12 C2/Jm

• ℏc = 197.327 eV·nm

• e2

4πϵ0
= ℏc

137.036

• a0 =
4πϵ0ℏ2
mee2

= 0.0529 nm

• Å = 10−10m ; Fm = 10−15m

• kB = 8.617× 10−5 eV/K

•
´ +∞
−∞ e−

x2

a2 dx = |a|
√
π

•
´ +∞
−∞ x2n+1e−

x2

a2 dx = 0

•
´ +∞
−∞ x2e−

x2

a2 dx = a3

2

√
π

•
´∞
0 rne−

r
adr = n!an+1 a > 0

• 1 eV. nm = 1 MeV. Fm

• Eγ = ℏω , ω = 2πf e c = λf
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Pergunta 1 (4 Valores)
Um deuterão está mergulhado no campo gravítico terrestre. Assuma que o potencial gravítico
para cada partícula é dado por mgz.
a) Escreva o Hamiltoneano Hψ do sistema em função das coordenadas do neutrão e do protão e
suas derivadas, assumindo que, para além da interação gravítica, a interação entre estes é dada
por VNP (r⃗N − r⃗P ). Justifique.
b) Dado que mP c

2 = 938.3 MeV e mNc
2 = 939.6 MeV, qual o valor de µc2, sendo µ a massa

reduzida? Justifique.
c) Escreva esse Hamiltoneano separando as coordenadas do centro de massa, incluindo todos os
termos do potencial. Justifique.
Resposta:
a) Hψ(r⃗N , r⃗P ) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

b) µc2 = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .MeV

c) Hψ(R⃗CM, r⃗) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Solution: a)Hψ(r⃗N , r⃗P ) =
[
− ℏ2

2mN
∇2
rN

− ℏ2
2mN

∇2
rp + VNP (r⃗N − r⃗P ) +mNgzN +mP gzP

]
ψ

b) µc2 = mNmP
mN+mP

c2 = mN c
2mP c

2

mN c2+mP c2
= 939.6×938.3

939.6+938.3 =469.5MeV

c) Hψ(R⃗CM, r⃗) =
[

ℏ2
2(mN+mP )∇

2
RCM

+ (mN +mP ) gzCM − ℏ2
2µ∇

2
r + VNP (r⃗)

]
ψ

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Pergunta 2 (4 Valores)
Num processo de colisão elástica a secção eficaz diferencial dσ

dΩ relaciona-se com a amplitude de
dispersão f(θ, ϕ) que, por sua vez, pode ser obtida pela aproximação de Born pela relação,

dσ

dΩ
= |f(θ, ϕ)|2 ≈

∣∣∣∣ µ

2πℏ2

ˆ
r⃗′
e−i(k⃗f−k⃗i)·r⃗

′
V (r⃗′) d3r⃗′

∣∣∣∣2
Para um potencial central V (r) a expressão da amplitude de Born pode escrever-se como (mo-
mento p⃗ = ℏk⃗ , q⃗ = k⃗f − k⃗i e (θ, ϕ) definem a direção de k⃗f relativamente a k⃗i),

f(θ) =
2µ

qℏ2

ˆ ∞

0
sin(qr)V (r)r dr

a) Calcule a amplitude de dispersão e a secção eficaz diferencial para um potencial de Yukawa
com a expressão,

V (r) = V0
e−αr

r

Justifique. (sugestão:
´∞
0 e−ax sin(bx) dx = b

a2+b2
e
´∞
0 x e−ax sin(bx) dx = 2ab

(a2+b2)2
)

b) Calcule a expressão de |q⃗|2 em função do ângulo θ entre os feixes de saída e de entrada e da
energia cinética, Ec, no referencial de centro de massa. Exprima o resultado da secção eficaz
em função da partícula de interação com α = mBc

ℏ e calcule as expressões finais no limite de
mB → 0. Considere nesse limite V0 = − e2

4πϵ0
. Justifique.

Resposta:
a) f(θ) = . . . . . . . . . . . . dσdΩ = . . . . . . . . . . . .

b) |q⃗|2 = . . . . . . . . . . . . , dσdΩ = . . . . . . . . . . . . e limmB→0
dσ
dΩ = . . . . . . . . . . . .

Solution: a) f(θ) = 2µV0
ℏ2(α2+q2)

dσ
dΩ =

4µ2V 2
0

ℏ4(α2+q2)2

b)|q⃗|2 = 4µE
ℏ2 (1− cos θ) , dσdΩ =

4µ2V 2
0

(m2
Bc

2+4µEc(1−cos θ))
2 e limmB→0

dσ
dΩ =

V 2
0

4E2
c (1−cos θ)2

= e4

42π2ϵ204E
2
c (1−cos θ)2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Pergunta 3 (4 Valores)
A secção eficaz diferencial de Coulomb para a dispersão de um eletrão por um núcleo de hidro-
génio é dada pela fórmula de Rutherford,

dσ

dΩ
=

(
e2

8πϵ0mev2

)2
1

sin4
(
θ
2

)
a) Qual o valor desta secção eficaz em nm2 para a dispersão de um feixe de eletrões com energia
de 1 MeV por um alvo de hidrogénio para o ângulo de θ = 90 graus? Justifique.
b) Quantos eletrões por segundo seriam observados, para um feixe de luminosidade

L = 1028cm−2s−1

sobre um alvo com 100 partículas e num detetor com um ângulo sólido de 10−3 colocado a 90
graus da direção de incidência, considerando a expressão,

dNe

dt
= LN dσ

dΩ
dΩ

onde N é o número de partículas do alvo. Justifique.
Resposta:
a) dσ

dΩ = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

b) dNe
dt = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Solution: a)como θ
2 = π

4 rad então sin2 θ2 = 1
2 e dσ

dΩ =
(

e2

8πϵ0mev2

)2
1

sin4( θ
2)

=
(

e2

4πϵ02Ec

)2
=(

ℏc
137×2Ec

)2
=

(
197

137×2×106

)2
nm2 = 5.17× 10−13nm2

b) Como L = 1028cm−2s−1 = 1028
(
107nm

)−2
s−1 = 1014nm−2s−1 então,

dN

dt
= LN dσ

dΩ
dΩ = 1014 × 102 × 10−3 × 5.17× 10−13s−1 = 5.17s−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Pergunta 4 (4 Valores)
Considere duas partículas de spin 1/2 que orbitam uma em torno da outra, num estado li-
gado de paridade +1 e momento angular total j = 2. A paridade do harmónico esférico Y m

l

é (−1)l. Na soma de dois momentos angulares/spins, j⃗ = j⃗1 + j⃗2 verifica-se m = m1 +m2 e
|j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2. Neste caso, quais as combinações de momento angular l,m de Y m

l e os
estados de soma dos spins |s,ms⟩ que podem fazer parte da função de onda do estado ligado
para os valores de mj ≥ 0? Justifique.
Resposta:
a) paramj = 2 temos l,m, s,ms = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(vários)
b) paramj = 1 temos l,m, s,ms = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(vários)
c) paramj = 0 temos l,m, s,ms = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(vários)

Solution: Para somar para j=2 com l par e s=0,1 podemos ter:
s=0, l=2
s=1,l=2 (1<j<3) e não s=1,l=0 (1<j<1) nem s=1,l=4 (3<j<5)
pelo que temos
a) para mj = 2 temos l,m, s,ms = 2, 2, 0, 0; 2, 2, 1, 0; 2, 1, 1, 1
b) para mj = 1 temos l,m, s,ms = 2, 1, 0, 0; 2, 2, 1,−1; 2, 1, 1, 0; 2, 0, 1, 1
c) para mj = 0 temos l,m, s,ms = 2, 0, 0, 0; 2, 1, 1,−1; 2, 0, 1, 0; 2,−1, 1, 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Pergunta 5 (4 Valores)
Dado um sistema de uma partícula com uma função de onda ψ(r⃗) = R(r)Y +2

2 (θ, ϕ), determine
os valores médios dos operadores L⃗2, L2

x, L
2
y, L

2
z, Lx, Ly, Lz. Sugestão: utilize os elementos de

matriz de L± no formulário. Justifique.
Resposta:
< L⃗2 >= . . . . . . . . . ;< L2

x >= . . . . . . . . . ;< L2
y >= . . . . . . . . . ;< L2

z >= . . . . . . . . .
< Lx >= . . . . . . . . . ;< Ly >= . . . . . . . . . ;< Lz >= . . . . . . . . .

Solution: < L⃗2 >= 6ℏ2;< L2
x >= ℏ2;< L2

y >= ℏ2;< L2
z >= 4ℏ2

< Lx >= 0;< Ly >= 0;< Lz >= 2ℏ
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e sabemos que Lx = (L++L−)/2 e Ly = (L+−L−)/(2i) com ⟨L+⟩ = ⟨L−⟩ = 0 e L+Y
2
2 = 0

e L−Y
2
2 = 2ℏY 1

2 bem como L+Y
1
2 = 2ℏY 2

2 .
O termo que sobrevive para < Y 2

2 |L2
xY

2
2 >= 1

4 < Y 2
2 |L+L−Y

2
2 >= ℏ2

e para < Y 2
2 |L2

yY
2
2 >= 1

2i
(−1)
2i < Y 2

2 |L+L−Y
2
2 >= ℏ2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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