Mecéanica Quéntica (A) Teste 1 2023/2024

Teste 1

Disciplina: Mecanica Quéntica
Professores Antonio Amorim, Jorge Sampaio, Edgar Cravo

30 de Outubro de 2023

Numero e Nome:

O exame tem a duracado de 2h acrescidas de 1 h de tolerdncia, num total de 3h. Se for pedida uma
justificag@o, esta devera ser resumida e a sua avaliacao corresponde tipicamente a metade da cotacao.

E expressamente proibido a utilizagdo do telemével. O seu uso incorre na anulagdo imediata da prova.

Pode utilizar o verso das folhas como rascunho.
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e h=1.054571 x 1073* J.s

e h=06.58120...x 107 eV.s
o m, = 9.109383...x1073! kg
e c=2.99792 x 10® m/s

e 1eVa 1.6 x1071 )

e m.c? ~ 511 x 10% eV

e=1.60217... x 10719¢C

mpc? =938 x 105 eV
€0 = 8.8541 x 10712 C2/Jm
hc = 197.327 eV-nm

e2 hc

4meg — 137.036

ap = 4T — 0.0529 nm
A=10""m ; Fm = 10"%m

kp = 8.617 x 107° eV/K
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Mecanica Quantica (A) Teste 1 2023/2024

Pergunta 1 (5 Valores)
Através da difracao por de uma grelha regular de &tomos medimos o comprimento de De Bro-
glie, Ap, de um feixe de eletrdes livres como Ap = 0.05 nm com uma incerteza quantica de
U)\A 5 = 10~® . Qual o momento do feixe de eletrdes em eV /c e a sua energia cinética em eV?
Considerando as relacoes de incerteza de Heisenberg, qual o desvio padrao minimo com que
podemos medir simultaneamente a posi¢ao do eletrao (em mm) segundo o eixo do momento?

Justifique. Sugestao: considere a propagacao de incertezas numa func¢ao f(x) como dada por

of = % Op .
Resposta:
D= .. eV/cE.=......... eV oy > . i mm

Solution: A\p = 27h/p pelo que p = 27h/Ap ou seja p = 2}\7275 = %% = 24797

eV/c
2 2 2
_ p° _ pc2 __ _ 2480°
Ee T 2me T 2mec? T 2x51IX10° =602 eV '
Consideremos as relagoes de incerteza de Heisenberg,

OpOy 2 5

onde relacionamos o, com oy, por (formulario A\g = 27h/p),

2mh
Op = —502
X3, e
pelo que,
AB A
oy > 2B AB
Am ox g
ou seja,
A 0.05
op > 108 28 = 108" nm = 0, 398mm
47 4
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Pergunta 2 (5 Valores)
Considere um eletrdao confinado num poco de potencial infinito a duas dimensées. Sabendo que
este poco tem uma forma quadrada, ou seja I, = [, = 0.1 nm. Quais as funcoes de onda e as
densidades de probabilidade de a particula estar no centro do quadrado para todos os estados
Vn,n, correspondentes & energia E, = 188eV? (Considere todos os estados possiveis)
Resposta:( unidades associadas a 1 nm)

Q) Y By et nm~1  pg(centro) ... nm

ou

s . _ 2 2\ h2m? . . _ 2 2\ h2c2n?
Solution: E, = (nx + ny) ]2 significa Ej, = (nx + ny) STEIE]

By = (n2 +n2) g 288200 ou By = (n2 +n2) 37.66V

o que significa os estados n2 + ng =5n;, =Liny,=2oun, =2;n,=1.

A funcao de onda ¢ ¢, = 20sin (207z) sin (107y) ou ¢ g, = 20sin (107z) sin (207y)

O centro do quadrado esta em (0,05, 0, 05) onde a fungéo de onda vale 20sin () sin (5) = 0
ou 20sin (%) sin (1) =0

O modulo quadrado da func¢ao de onda no centro vale py(centro) = 0
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Mecanica Quantica (A) Teste 1 2023/2024

Pergunta 3 (5 Valores)
Considere um oscilador harmonico tridimensional isotropico (w, = wy = w, = w) com [ =

% = 1, que se encontra num estado estacionario com energia F,, = %hw

a)Escreva todas as fungdes proprias ¢, n,n, associadas a essa energia.

b) Por analise das expressdes no formulério, verifica-se que essas fungdes sao combinagoes line-
ares das fungoes proprias de F, Ez) L. do tipo ¢y, = Ri(r)Y;™. Pelo estudo da expansdo em
Yim = Ry(1)Y)™ qual a probabilidade de um oscilador no estado n, = 1 realizar uma medigao
de L, e ter m; = £17 Qual seria a probabilidade de ter m, = 07

c) Escreva 11990 como combinagao linear de R;(r)Y;™. Para estados de n, = 0 qual a probabili-
dade de observar m; = 07
d) Calcule o quociente das probabilidades de medir m, = 1 e m, = —1 tendo notando, em

particular, os fatores que cancelam neste coeficiente. Tendo em consideragao a alinea c) quais
as probabilidades de medigao dos diferentes valores de m, neste caso?

Resposta:
) Wngmyis T« e e e (varias fungoes)
b) nz_l(ml = 1) ......... Pnzzl(ml = *1) R Pnzzl(ml = O) — e
C) nz,()(ml = 0) .........
d) wmo/ wloo =...... Pproog(my=0)=...... Pproo(my=1)=...... Ppoo(my=—1)=......

2 2 2 - ..
Solution: a) 11990 = 71_3%56677 o100 = %yefT,wom = 7r3%ze 2 fungao propria de L,
comm = 0 # 1. Pela ortogonalidade dos harmonicos esféricos (1001 |Y3!) = (Yhoo1|Y7) = 0
portanto P, ,—1(m; =1) =0P, —1(m;=—-1) =0P, —1(m; =0) =1

2 2
3 _ 4 0 Y _ 2 4 v 0 _ 8 1 —-Z-v0
b) como Yy = Var® s 2= SrY) entao Yoo = WT\C;\/ Fre zY) = \/;mre 7Y

¢) como rY! = F (w + 1y) entao

T = 2{(7“}/171—7“}/1) y—zw/QW(TY +TY1)
742

pelo que Y199 = 1/4\/ ( -v ) re” 2

e Yo10 = 1/4\[ (Y7 + Y re” i
portanto (1100]Y7Y) = (¥010|Y?") = 0 e, portanto P,,,—o(m; = 0) =0
d)

2 1
Pl / — | <NRl}/11|¢100> ‘2 B ’wal%%Tze r 1*1 (Yl _ Yll) dv|2 B
%100 1/1100 | <NR1Y1*1|¢100> |2 |fNﬂ_1%\/§T26_7"2Y1*71 (Yfl — Yll) dV|2

ou seja tudo cancela exceto os produtos internos de harménicos esféricos que, por ortogo-
nalidade tém o quociente 1?/(—1)? = 1 pelo que P}, /P; wwo =1e Py, (m; =0) =0 pelo
que Py, (my=1) = 1/2P¢100 (my=—-1)=1/2.
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Pergunta 4 (5 Valores)
Num iao hidrogenoide um tnico eletrao esta ligado a um nucleo com Z protoes. Pode demonstrar-
se que, para estes ides, as orbitais do eletrdo tém uma funcio de onda ¢ = Z%2R,,(Zr) Y™ (6,¢)
onde a fungao radial do 4tomo de hidrogénio, R,,;(r), esté tabelada no formulario. Sabendo que,

para [ = 0, o Hamiltoneano do ido é tal que (476;250 = mzz;o ),
R? 1 d? 27
Hy = — - il
v 2m, | 7 dr? (ry) + agr

calcule a energia e o valor médio < r > para o estado fundamental do ido em funcao de ag e
Z.( Note que a integracao envolve fr ---72dr e que estes integrais estdo no formulario.) Esboce
na figura a funcao de onda radial com n = 1,/ = 0 para o iao de Hélio com Z=2. A curva
correspondente para o atomo de hidrogénio ja esta representada. Justifique as respostas.
R(r)/ao®?

6

0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

Resposta: Fi=......... e<r>=.........
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Hy =

pelo que a energia é F; =
O valor médio é:

Solution: Para o estado fundamental ¢ =

2z3/2

—Zr o _zr .
e Yy = Ne “ ouseja

R? 1 d? ( _L:) n 27 -z
— —_— [ (l( —_— a
2m | rdr? e aore

h? '1d<2r Z z> 27 z}
—N— |=— (e a0 — —re a0 |+ —¢ a0

2m | rdr ao aopr
| 2z _z <Z>2 _zv 27 _zr
—N— | ——e a0 + | — e 0 4+ —e 90
2m aor ag aor
nz?  _zr
_ 2N€ aq
2mag
ﬁ2Z2
_2ma3
—ag
o W) NP B
(Wlv) IN|2 [ 72 22 dr
e 3ag/22)*  6ag 3ag

- 2ap/22)3  2-27 27

pelo que |[N|? = 4z°
a0
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