Fisica Quantica II (B) Teste 1 2023,/2024

Teste 1

Disciplina: Mecanica Quéntica
Professores Anténio Amorim, Luis Bento

30 de Outubro de 2023

Numero e Nome:

O exame tem a duracado de 2h acrescidas de 1 h de tolerdncia, num total de 3h. Se for pedida uma
justificag@o, esta devera ser resumida e a sua avaliacao corresponde tipicamente a metade da cotacao.

E expressamente proibido a utilizagdo do telemével. O seu uso incorre na anulagdo imediata da prova.

Pode utilizar o verso das folhas como rascunho.
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Fisica Quantica II (B) Teste 1 2023,/2024
o ¢ = cos(6) + isin(0) o AlYy) = A|hy) e De Broglie Ag = 27h/p
o sin(a + ) = sin(a)cos(B) +| o [¥h) =32\ cxlvhn) o p, = —ih

cos(a) sin(f3) -
-;xA>:4<wA|w>P/<wr¢o o = —ihV
et SOy fueravods | e e
e Fungio de onda ¢(z,y, z;t) o oa=((A-(4))?) o |vp) = NeiF
o (]V) = [¢*¢dudydz ® 0x0p > N/2 o H=2 1+ V(sp)
o [[YII°P = [v*¢dudydz o oaop > WEEN o Hyp(...)=Evgp(...)
o Hermit. (¢| Av) = (Ap|y) | ® opor>3 o il = Hy
e Caixa: L=—ihixV o z = rsin(f) cos(p)
o Yn(z) = \/lz sin (mlﬂ) L.=—ih; Ly = L, +iL, v :231;((9)) sin(¢)

2.2
o Ey=n*fT; n=1...

e Osc. Har. V(x) = ca?/2

o w=./< = ./
m mw
1 _i
(] ho(:l?) = We 212
2
2z /1 -2z
* () = (47rl2/)1/46 2l2

L et
) = Bt

. 22
o ha(e) = MU

oEn:%hw n=20,...

L.Y" =mhY™ m=—I..

L2Y™ =1(l+1)h*y™

LiYym = I+ 1)

0_ /L
YO - a7

0_ /3
YD =/ 12

rYlil = F./ 8%(:10 +iy)
T2Y20:1/16ﬂ(2z —x —y)

275 = 3/ Ea(a £ iy)
YQZ‘:2 \/ 327T ( + Zy)

N

—m(m + 1)ﬁYlm:‘:1

_ e2Z
b V(T) — " drweor
L4 wnlm = Rnl(r) Y}m(97 90)
K2 __13.6eV
* Ly = 2mea(2)n2 - n2
[ ] RlO = 2@3 67a
0
® Ry = 227T2/ZU€ %ag
0
o R r/ao 2ag
2L = 6a3e
0
_mpc®
o Iy =-Cyt :C Yukawa

o U = i(H, A+ (%

eat|i)=Vi+1|i+1)

e h=1.054571 x 1073* J.s

e h=06.58120...x 107 eV.s
o m, = 9.109383...x1073! kg
e c=2.99792 x 10® m/s

e 1eVa 1.6 x1071 )

e m.c? ~ 511 x 10% eV

e=1.60217... x 10719¢C

mpc? =938 x 105 eV
€0 = 8.8541 x 10712 C2/Jm
hc = 197.327 eV-nm

e2 hc

4meg — 137.036
ag = 4T’ — 00529 nm
A=10""m ; Fm = 10"%m

kp = 8.617 x 107° eV/K

2
o fj;o e dx = la|/7
o [ xQ"He*% dx =0
—00 -
+oo 2 *% _a’
o [[Tate 2dr=%1
o [[Cre udr=nla"" a>0

® 1eV.nm =1 MeV. Fm

e By=hw,w=2rfec=\f
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Pergunta 1 (5 Valores)
Através da difracao por de uma grelha regular de &tomos medimos o comprimento de De Broglie,
A, de um feixe de electroes livres como Ap = 0.02 nm. Qual o momento do feixe de electroes
em eV /c e a sua energia cinética em eV? Considerando as relagoes de incerteza de Heisenberg,
qual o desvio padrao minimo associado ao comprimento de De Broglie o), se , o desvio padrao
da medi¢do da posigdo g, for de 1mm, segundo o eixo do momento? Justifique. Sugestao:

considere a propagacao de incertezas numa fungao f(x) como dada por oy = % Oy .
Resposta:
D= i eV/cE.=......... eV op, > i nm

2mhe __ 2wx197.327 eV __
Agc 0.02 c 61992

Solution: A\p = 27h/p pelo que p = 27h/Ap ou seja p =
eV/c
_ p® _ pP2 _ 619922
Ee = 9 = 3mee? = 2xsiixior 0070 &V
Consideremos as relagoes de incerteza de Heisenberg,

h

OpOy 2 5

onde relacionamos o, com oy, por (formulario Ap = 27h/p),

2mh
9p = 2 9A
AL 08
ou seja
Mg
OXg — %Up
mas
h
= %0,
x
pelo que,

Ap b A2 0.02%nm?

> = - =31x10"1
N = 5 h00, | dmo,  4m x 10%nm nm
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Pergunta 2 (5 Valores)
Considere uma particula confinada a um pocgo de potencial infinito a duas dimensoes. Sabendo
que este pogo tem uma forma quadrada, ou seja I, = I, = [. Quais as fungoes de onda e as
densidades de probabilidade da particula estar no centro do quadrado para todos os estados
2.2 2.2
Yn,n, correspondentes as energias E, = % e By = 52h S

Resposta:
A) WEy e e e palcentro) ..................
D) B, e pp(centro) ...l

o que significa o estado fundamental

Solution: a) E, = h2122 significa F, = 15t Z +

2ml 2ml2

Ng =ny = 1.

A funcdo de onda & 1, = #sin (7%) sin (7¥)

O centro do quadrado esté em (é, %) onde a fungao de onda vale %sin (g) sin (g) = %

@) m()dulo quadrado da fun(;zio de onda no centro vale pa(centro) =4/

b) E, = 12 51gn1ﬁca E, = 2 + 222 z ou By = 22 gjn; + 2ml20 que significa os estados
nx—17ny—2ounx—2 ny—l

A funcdo de onda é 1, = #sin (2n%) sin (7¥) ou ¢, = 2 sin (7%) sin (27Y)

[
£, %) onde a fungdo de onda vale 2 sin (m)sin (%) = 0 ou

O centro do quadrado estd em (
2sin (Z)sin (7) =0
O modulo quadrado da fungao de onda no centro vale p(centro) = 0
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Fisica Quéantica II (B) Teste 1 2023/2024

Pergunta 3 (5 Valores)
Considere um oscilador harmonico tridimensional isotropico (w, = wy = w, = w) com [ =

% = 1, que se encontra num estado estacionario com energia F,, = %ﬁw a)Escreva todas as

fungdes proprias 1n,n,n, associadas a essa energia. b) Por analise das expressoes no formula-
rio, escreva essas fungdes como combinagoes lineares das func¢oes proprias de F, I_:Q, L, do tipo
Yim = Ry(1)Y)™ e c) diga qual a fun(;ao R;(r) a menos de uma normalizagdo N (I). d) Quantas
fungoes seriam a base para F, = §hw (justifique)? Por contagem, diga se estes estados se
podem escrever apenas como combinagoes de Y™ ou combinam também com YOO?

Resposta:

) Wngyis T e e e e e (varias fungoes)

D) Ynpnyne = D0 ClmWlm = - oo e (varias
fungoes)

C) RI(T) = e

2
s V2 _r V2 _rZ
Solution: a) Y190 = f\gf/ﬂe 2 010 = 77:543/6 ﬂﬁom ;54 ze 2
2 2
3 4 0 = _ -5 v0 _ 8 1 —T-v0
b) como rYY = /=2, z = (/Y] entdo o1 = WT\QL ?7"6 Y] = \/;mre 2Y]

como 1Y = F 2 (z £ iy) entdo

T = QW(TY_ —rYl)ey—z\/;(rY —i—rYl)

2

pelo que 109 = ﬂ1/4\f ( —-Y; ) re” 2
e Yo10 = 1/4\f (YY) re

7‘2
c) Ri(r)=N(\re™ =
d) ¥200, %0205 002, Y110, Y101, Y011 sim tém combinagao com Y
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Pergunta 4 (5 Valores)

Num iao hidrogenoide um ftnico electrao esta ligado a um ntcleo com Z protoes. Pode
demonstrar-se que, para estes i0es, as orbitais do electrao tém uma funcdo de onda ¥ =

Z32 R, (Zr) Y™ (0, ¢) onde a fungao radial do atomo de hidrogénio, R,;(r), esta tabelada no
2 h2
47ereo = meao)’

formulario. Sabendo que, para [ = 0, o hamiltoneano do iao é tal que (

e

Hip=— - |2
v 2me | 7 dr?

(0 + v

calcule a energia e o valor médio < r2 > para o estado Rjy do ido em funcdo de ag e Z .( Note
que a integracao envolve fT ---7r2dr e que estes integrais estdo no formulario.) Represente na
figura a funcao de onda radial Ryg para o iao de Litio com Z=3. A curva correspondente para
o atomo de hidrogénio ja esta representada. Justifique as respostas.

R(r)/ao®?

61

5]

o]

N

2]

1]

0.’5 l.IO 1.‘5 2;0 2:5 3.’0
r/ag
Resposta: By =......... e r>=.........
. 3/2 _Zr —Zr .
Solution: 1) = 22 ¢ <0 Yy = Ne “0 ou seja

Vg

R? [1d? ; _zon 27 _zn
H = —-N— 7—< ao) —e @
v 2m | rdr? e + aore ]
2 [1d ([ —z2 Z _zr 27 _zr
= —-N——|—-——|e @0 ——re % | +—e 9
2m |rdr ag apr
wl 2z 2 <Z>2 Lz 27
= —-N—|—e @04+ |— ) e 0+ —e %
2m agr agp aor
h2Z2  _zr
= —-—5Ne
2mag
S _ _hZz?
pelo queaenerglaeEl——W
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O valor médio é:

3
(ou [NJ? = 42))

Teste 1
iy
_2o (Wlrt) NPT rte 2 dr

(Wlv) IN2 [°r2e 22 dr

_ 4ap/2Z)° 24a} a3

2 _ —3

ST S22 22272 072
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