
Física Quântica II (B) Teste 1 2023/2024

Teste 1

Disciplina: Mecânica Quântica
Professores António Amorim, Luís Bento

30 de Outubro de 2023

Número e Nome:

Esta secção é reservada ao avaliador:

Question: 1 2 3 4 Total

Points: 5 5 5 5 20

Score:

Assinatura:

O exame tem a duração de 2h acrescidas de 1 h de tolerância, num total de 3h. Se for pedida uma
justificação, esta deverá ser resumida e a sua avaliação corresponde tipicamente a metade da cotação.

É expressamente proibido a utilização do telemóvel. O seu uso incorre na anulação imediata da prova.

Pode utilizar o verso das folhas como rascunho.
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Física Quântica II (B) Teste 1 2023/2024

• eiθ = cos(θ) + i sin(θ)

• sin(α + β) = sin(α) cos(β) +
cos(α) sin(β)

• cos(α+ β) = cos(α) cos(β)−
sin(α) sin(β)

• Função de onda ψ(x, y, x; t)

• ⟨ϕ |ψ⟩ =
´
ϕ∗ψ dx dy dz

• ||ψ||2 =
´
ψ∗ψ dx dy dz

• Hermit. ⟨ϕ |Aψ⟩ = ⟨Aϕ |ψ⟩

• A |ψλ⟩ = λ |ψλ⟩

• |ψ⟩ =
∑

λ cλ |ψλ⟩

• ρ(λ) = | ⟨ψλ |ψ⟩ |2/ ⟨ψ |ψ⟩

• ⟨A⟩ =
´
ψ(x)∗Aψ(x) dx

• σA =
√
⟨(A− ⟨A⟩)2⟩

• σx σp ≥ ℏ/2

• σA σB ≥ |⟨[A,B]⟩|
2

• σE σt ≥ ℏ
2

• De Broglie λB = 2πℏ/p

• px = −iℏ ∂
∂x

• p⃗ = −iℏ∇⃗

• p⃗ = ℏk⃗

•
∣∣ψ
k⃗

〉
= N e−ik⃗r⃗

• H = p2

2m + V (x, p)

• H ψE(. . .) = E ψE(. . .)

• iℏ∂ψ∂t = Hψ

• Caixa:

• ψn(x) =
√

2
lx
sin

(
nπ x

lx

)
• En = n2 ℏ2π2

2ml2x
n = 1, . . .

• Osc. Har. V (x) = c x2/2

• ω =
√

c
m l =

√
ℏ
mω

• h0(x) =
1

(πl2)1/4
e−

x2

2l2

• h1(x) =
2x/l

(4πl2)1/4
e−

x2

2l2

• h2(x) =
2(x/l)2−1

(4πl2)1/4
e−

x2

2l2

• h3(x) =
2(x/l)3−3x/l

(9πl2)1/4
e−

x2

2l2

• En = 1+2n
2 ℏω n = 0, . . .

• L⃗ = −iℏr⃗ × ∇⃗

• Lz = −iℏ ∂
∂φ ; L± = Lx ± iLy

• LzY
m
l = mℏY m

l m = −l . . . l

• L2Y m
l = l(l + 1)ℏ2Y m

l

• L±Ym
l =

√
l(l + 1)−m(m± 1)ℏYm±1

l

• Y 0
0 =

√
1
4π

• rY 0
1 =

√
3
4π z

• rY ±1
1 = ∓

√
3
8π (x± iy)

• r2Y 0
2 =

√
5

16π

(
2z2 − x2 − y2

)
• r2Y ±1

2 = ∓
√

5
8π z(x± iy)

• r2Y ±2
2 =

√
15
32π (x± iy)

2

• x = r sin(θ) cos(φ)

y = r sin(θ) sin(φ)
z = r cos(θ)

• V (r) = − e2Z
4πϵ0r

• ψnlm = Rnl(r)Y
m
l (θ, φ)

• En = − ℏ2
2mea20n

2 = −13.6eV
n2

• R10 = 2√
a3
0

e−
r
a0

• R20 = 2−r/a0

2
√

2a3
0

e−
r

2a0

• R21 = r/a0

2
√

6a3
0

e−
r

2a0

• VY = −CY e−
mBc2

ℏc r

r Yukawa

• d⟨A⟩
dt = i

ℏ ⟨[H,A]⟩+ ⟨∂A∂t ⟩

• a+ |i⟩ =
√
i+ 1 |i+ 1⟩

• ℏ = 1.054571× 10−34 J.s

• ℏ = 6.58120 . . .× 10−16 eV.s

• me = 9.109383 . . .×10−31 kg

• c = 2.99792× 108 m/s

• 1 eV≈ 1.6× 10−19 J

• mec
2 ≈ 511× 103 eV

• e = 1.60217 . . .× 10−19C

• mpc
2 = 938× 106 eV

• ϵ0 = 8.8541× 10−12 C2/Jm

• ℏc = 197.327 eV·nm

• e2

4πϵ0
= ℏc

137.036

• a0 =
4πϵ0ℏ2
mee2

= 0.0529 nm

• Å = 10−10m ; Fm = 10−15m

• kB = 8.617× 10−5 eV/K

•
´ +∞
−∞ e−

x2

a2 dx = |a|
√
π

•
´ +∞
−∞ x2n+1e−

x2

a2 dx = 0

•
´ +∞
−∞ x2e−

x2

a2 dx = a3

2

√
π

•
´∞
0 rne−

r
adr = n!an+1 a > 0

• 1 eV. nm = 1 MeV. Fm

• Eγ = ℏω , ω = 2πf e c = λf
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Física Quântica II (B) Teste 1 2023/2024

Pergunta 1 (5 Valores)
Através da difração por de uma grelha regular de átomos medimos o comprimento de De Broglie,
λB, de um feixe de electrões livres como λB = 0.02 nm. Qual o momento do feixe de electrões
em eV/c e a sua energia cinética em eV? Considerando as relações de incerteza de Heisenberg,
qual o desvio padrão mínimo associado ao comprimento de De Broglie σλB se , o desvio padrão
da medição da posição σx for de 1mm, segundo o eixo do momento? Justifique. Sugestão:
considere a propagação de incertezas numa função f(x) como dada por σf =

∣∣∣ dfdx ∣∣∣ σx .
Resposta:
p = . . . . . . . . . eV/c Ec = . . . . . . . . . eV σΛB

≥ . . . . . . . . . . . . . . . nm

Solution: λB = 2πℏ/p pelo que p = 2πℏ/λB ou seja p = 2πℏc
λBc

= 2π×197.327
0.02

eV
c = 61992

eV/c
Ec =

p2

2me
= p2c2

2mec2
= 619922

2×511×103
=3670 eV

Consideremos as relações de incerteza de Heisenberg,

σpσx ≥ ℏ
2

onde relacionamos σp com σλB por (formulário λB = 2πℏ/p),

σp =
2πℏ
λ2B

σλB

ou seja

σλB =
λ2B
2πℏ

σp

mas
σp ≥

ℏ
2σx

pelo que,

σλB ≥
λ2B
2πℏ

ℏ
2σx

=
λB2

4πσx
=

0.022nm2

4π × 106nm
= 3.1× 10−11nm

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Pergunta 2 (5 Valores)
Considere uma partícula confinada a um poço de potencial infinito a duas dimensões. Sabendo
que este poço tem uma forma quadrada, ou seja lx = ly = l. Quais as funções de onda e as
densidades de probabilidade da partícula estar no centro do quadrado para todos os estados
ψnxny correspondentes às energias Ea = ℏ2π2

ml2
e Eb = 5ℏ2π2

2ml2
?

Resposta:
a) ψEa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ρa(centro) . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b) ψEb

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ρb(centro) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Solution: a) Ea = ℏ2π2

ml2
significa Ea = ℏ2π2

2ml2
+ ℏ2π2

2ml2
o que significa o estado fundamental

nx = ny = 1.
A função de onda é ψEa = 2

l sin
(
π xl

)
sin

(
π yl

)
O centro do quadrado está em

(
l
2 ,

l
2

)
onde a função de onda vale 2

l sin
(
π
2

)
sin

(
π
2

)
= 2

l
O módulo quadrado da função de onda no centro vale ρa(centro) = 4/l2

b) Eb = 5ℏ2π2

ml2
significa Ea = ℏ2π2

2ml2
+22 ℏ2π2

2ml2
ou Ea = 22 ℏ2π2

2ml2
+ ℏ2π2

2ml2
o que significa os estados

nx = 1;ny = 2 ou nx = 2;ny = 1 .
A função de onda é ψEb

= 2
l sin

(
2π xl

)
sin

(
π yl

)
ou ψEb

= 2
l sin

(
π xl

)
sin

(
2π yl

)
O centro do quadrado está em

(
l
2 ,

l
2

)
onde a função de onda vale 2

l sin (π) sin
(
π
2

)
= 0 ou

2
l sin

(
π
2

)
sin (π) = 0

O módulo quadrado da função de onda no centro vale ρb(centro) = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Pergunta 3 (5 Valores)
Considere um oscilador harmónico tridimensional isotrópico (ωx = ωy = ωz = ω) com l =√

ℏ
mω = 1, que se encontra num estado estacionário com energia En = 5

2ℏω. a)Escreva todas as
funções próprias ψnxnynz associadas a essa energia. b) Por análise das expressões no formulá-
rio, escreva essas funções como combinações lineares das funções próprias de E, L⃗2, Lz do tipo
ψlm = Rl(r)Y

m
l e c) diga qual a função Rl(r) a menos de uma normalização N(l). d) Quantas

funções seriam a base para En = 7
2ℏω (justifique)? Por contagem, diga se estes estados se

podem escrever apenas como combinações de Y m
2 ou combinam também com Y 0

0 ?
Resposta:
a) ψnxnynz = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(várias funções)
b) ψnxnynz =

∑
clmψlm = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(várias

funções)
c) Rl(r) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d) número=. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ., l=. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Solution: a) ψ100 =
√
2

π3/4xe
− r2

2 ,ψ010 =
√
2

π3/4 ye
− r2

2 ,ψ001 =
√
2

π3/4 ze
− r2

2

b) como rY 0
1 =

√
3
4π z , z =

√
4π
3 rY

0
1 então ψ001 =

√
2

π3/4

√
4π
3 re

− r2

2 Y 0
1 =

√
8
3

1
π1/4 re

− r2

2 Y 0
1

como rY ±1
1 = ∓

√
3
8π (x± iy) então

x =
√

2π
3

(
rY −1

1 − rY 1
1

)
e y = i

√
2π
3

(
rY −1

1 + rY 1
1

)
pelo que ψ100 =

2
π1/4

√
3

(
Y −1
1 − Y 1

1

)
re−

r2

2

e ψ010 = i 2
π1/4

√
3

(
Y −1
1 + Y 1

1

)
re−

r2

2

c) Rl(r) = N(l)re−
r2

2

d) ψ200, ψ020, ψ002, ψ110, ψ101, ψ011 sim têm combinação com Y 0
0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Física Quântica II (B) Teste 1 2023/2024

Pergunta 4 (5 Valores)
Num ião hidrogenoide um único electrão está ligado a um núcleo com Z protões. Pode
demonstrar-se que, para estes iões, as orbitais do electrão têm uma função de onda ψ =
Z3/2Rnl(Zr)Y

m
l (θ, ϕ) onde a função radial do átomo de hidrogénio, Rnl(r), está tabelada no

formulário. Sabendo que, para l = 0, o hamiltoneano do ião é tal que ( e2

4πϵ0
= ℏ2

mea0
),

Hψ = − ℏ2

2me

[
1

r

d2

dr2
(rψ) +

2Z

a0r
ψ

]
calcule a energia e o valor médio < r2 > para o estado R10 do ião em função de a0 e Z.( Note
que a integração envolve

´
r · · · r

2 dr e que estes integrais estão no formulário.) Represente na
figura a função de onda radial R10 para o ião de Lítio com Z=3. A curva correspondente para
o átomo de hidrogénio já esta representada. Justifique as respostas.

Resposta: E1 = . . . . . . . . . e < r >= . . . . . . . . .

Solution: ψ = 2Z3/2√
a30
e
−Zr

a0 Y 0
0 = Ne

−Zr
a0 ou seja

Hψ = −N ℏ2

2m

[
1

r

d2

dr2

(
re

−Zr
a0

)
+

2Z

a0r
e
−Zr

a0

]
= −N ℏ2

2m

[
1

r

d

dr

(
e
−Zr

a0 − Z

a0
re

−Zr
a0

)
+

2Z

a0r
e
−Zr

a0

]
= −N ℏ2

2m

[
− 2Z

a0r
e
−Zr

a0 +

(
Z

a0

)2

e
−Zr

a0 +
2Z

a0r
e
−Zr

a0

]

= − ℏ2Z2

2ma20
Ne

−Zr
a0

pelo que a energia é E1 = − ℏ2Z2

2ma20
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O valor médio é:

< r2 >=
⟨ψ|r2ψ⟩
⟨ψ|ψ⟩

=
|N |2

´∞
0 r4e

− r
a0
2Z dr

|N |2
´∞
0 r2e

− r
a0
2Z dr

(ou |N |2 = 4Z3

a30
)

< r2 >=
4!(a0/2Z)

5

2!(a0/2Z)3
=

24a20
2 · 22Z2

= 3
a20
Z2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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