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Material de apresentacdo do funcionamento da UC de Mecénica Quantica

As aulas tedricas incidem fundamentalmente sobre a analise critica do livro "Quantum
Mecanics for Engineers"de Leon van Dommelen disponivel em "open access". As aulas
tedrico-praticas incluem a resolucio de exercicios e o esclarecimento de dividas
resultantes dos testes.
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Impactos da Mecanica Quantica

( ex: os outros capitulos...)

Sistemas atémicos e moleculares (quimica)
Sistemas macroscépicos e fisica estatistica
Semicondutores e eletrénica

Sélidos e materiais

Quantidades termodindmicas

Fisica nuclear

Eletrodindmica quéantica - Interac3o electro-fracas e fortes

©C00000O0CO0

Astrofisica e cosmologia (todos os espectros...)
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O sentido da mecanica quantica |

@ A Mecanica Quantica estabeleceu um formalismo matematico extremamente
elegante para, com exatiddo, descrever todos os fenémenos mensuraveis a escalas
que n3o envolvem a gravitac3o generalizada.

@ O modelo standard da matéria e suas interacdes, baseado na teoria quantica dos
campos, utiliza as cargas e as massas das particulas “fundamentais” para descrever
com sucesso os fenémenos que conseguimos medir nos nossos laboratérios, exceto
os que resultam dos sinais que vém do espaco.

@ A exatiddo do modelo padrdo contrasta com o “delirio” cosmoldgico da maior parte
do universo ser constituido por “massa escura” e expandir-se de forma apenas
enquadravel pela presenca de “energia escura” que constituem nimeros arbitrarios
utilizados apenas para descrever observacdes que n3o batem certo.
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O sentido da mecénica quéantica Il

@ Todo o formalismo da Mecanica Quantica tem um problema consistente: nio faz
sentido nenhum.

@ "Nobody would ever formulate a theory like quantum mechanics in jest, because
none would believe it. Physics ended up with quantum mechanics not because it
seemed the most logical explanation, but because countless observations made it
unavoidable.” (Livro)
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Porqué qualquer esforco humano?

Sentido

Poder

Qual o nosso papel no Universo ?

“Grave goods were oddly placed with
persons who could not have used them
there and then. They make sense only
if meant for some later time, for an
afterlife” ...

African Genesis, S. C. Reynolds, ...

Ha 100 k anos

Conseguimos dominar o universo?

Agriculture in the Near East arose in the
context of broad-based systematic
human efforts at modifying local
environments and biotic communities to
encourage plant and animal resources of
economic interest...

The Origins of Agriculture in the Near East
Melinda A Zedar :

Hé10kanos °

1», ¥ ¥ e o 4 ¥ 4 h & 5
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Qual o nosso sentido no Universo em 16007

DIALOGO

D I
GALILEO GALILEI LINCEO
MATEMATICO SOPRAORDINARIO
DELLO STVDIO DI PISA.
E Filofofo, ¢ Matematico primario del
SERENISSIMO

GR.DVCA DITOSCANA.

Doue ne i congreflidi quattro giornate fi difcorre
foprai due

MASSIMI SISTEMI DEL. MONDO
TOLEMAICO, E COPERNICANO;

Proponendo indeterminatamente le ragioni Filofofiche, ¢ Naturalc
tanto per I'vna , quanso per Valtra parte .

CON LICENZA DE' SYPERJORL.

@ No principio criou Deus o céu e a terra.

@ E criou Deus o homem a sua imagem... os
abencoou, e Deus lhes disse: Frutificai e
multiplicai-vos, e enchei a terra, e sujeitai-a;
e dominai sobre os peixes do mar e sobre as
aves dos céus, e sobre todo o animal que se
move sobre a terra.




Qual o nosso sentido no universo em 20237

Uma espécie propensa a auto-ilusdo e ao consumo predatério de recursos, no
terceiro planeta em torno da estrela Sol (Via Lactea) que tem crescido em niimero
exponencial nos dltimos 2 séculos e que esta a causar a mais rapida extincdo de
espécies de todos os cataclismos nos 4.5 bilides de anos do planeta.
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exponencial nos dltimos 2 séculos e que esta a causar a mais rapida extincdo de
espécies de todos os cataclismos nos 4.5 bilides de anos do planeta.

@ Vertebrates on the brink as indicators of biological annihilation and the sixth mass
extinction Gerardo Ceballos, Paul R. Ehrlich, and Peter H. Raven, PNAS, 2020

Para alimentacdo humana (M-milhes) :
@ 25900 M frangos/galinhas
@ 1000 M vacas; - 700 M porcos
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Qual o nosso sentido no universo em 20237

Uma espécie propensa a auto-ilusdo e ao consumo predatério de recursos, no
terceiro planeta em torno da estrela Sol (Via Lactea) que tem crescido em niimero
exponencial nos dltimos 2 séculos e que esta a causar a mais rapida extincdo de
espécies de todos os cataclismos nos 4.5 bilides de anos do planeta.

@ Vertebrates on the brink as indicators of biological annihilation and the sixth mass
extinction Gerardo Ceballos, Paul R. Ehrlich, and Peter H. Raven, PNAS, 2020

Para alimentacdo humana (M-milhes) :
@ 25900 M frangos/galinhas
@ 1000 M vacas; - 700 M porcos
Vida Selvagem (M-milhges) :
@ 0.4 M elefantes Africa; - 0.012 M lobos Europa; - 0.015 M bisontes selvagens

@ 0.02 M ursos polares no Artico; - 0.87 M todas a baleias no oceano
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@ Porque estdo aqui?
@ Deve ser estudado na sociologia:

o Resposta escolastica: alguem importante disse .
o Resposta por inquérito: "a nobreza da estatistica - matematica"
o Resposta por experiéncia (introspecdo): Ndo fazem ideia...

@ Assumir uma escolha é por o seu "self" em risco.
o Resposta por Ivy League (€ grupo que lidera):
e Brown U., Columbia U., Cornell U., Dartmouth C., Harvard U., Princeton U., U. of
Pennsylvania, and Yale U..
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Porque estdo aqui?

@ Porque estdo aqui?
@ Deve ser estudado na sociologia:
o Resposta escolastica: alguém importante disse ...
o Resposta por inquérito: "a nobreza da estatistica - matematica"
o Resposta por experiéncia (introspecdo): Ndo fazem ideia...
@ Assumir uma escolha é por o seu "self" em risco.
o Resposta por Ivy League (€ grupo que lidera):
e Brown U., Columbia U., Cornell U., Dartmouth C., Harvard U., Princeton U., U. of
Pennsylvania, and Yale U..

o Facilitismo / trabalho arduo (ciéncias cognitivas: sacrificio ndo pode ser em v3o)..
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O que fazem aqui?

Trés invencdes: Chinesa, Grega e global
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O que fazem aqui?

Trés invencdes: Chinesa, Grega e global
O A invencio da selecdo pelo Exame - China -

@ Caligrafia e Confucio
© A confabulacio e o "self" aperfeicodvel em competicio - Grécia -

® Atenas com 250,000 (homens com direitos ~30,000) versus 7,753 bilides
@ A avaliacdo do sistema de ensino - globalizacdo OCDE

©® Programas ambiciosos (ex: Lei de Stefan-Boltzmann.)
@ Avaliagdes triviais - exames que se fazem copiando exemplos.
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Desespero: utilizar os jogos (Herodotus).

coin,® and the first,_ who sold goods by retail. 'l‘hey claim also
the invention of all the games which are common to them with
the Greeks. These they declare that they invented about the
time when they colonised Tyrrhenia, an event of which they
give the following account. In the days of Atys the son of
Manes,' there was great scarcity through the whole land of
Lydia. For some time the Lydians bore the affliction patiently,
but finding that it did not pass away, they set to work to devise
remedies for the evil. Various expedients were discovered by
various persons; dice, and huckle-bones, and ball,? and all such

games were invented, except tables, the invention of which they
”do not claim as theirs. The plan adopted against the famine
was to engage in games one day so entirely as not to feel any
craving for food, and the next day to eat and abstain from
games. In this way they passed eighteen years. Still the
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O que define um jogo?

Um objetivo - uma nog¢do de sentido
Regras - limitacdes artificiais
Um sistema de avaliagdo/encorajamento: promessa e motivagdo
Participacdo voluntaria: aceitar o objetivo, as regras e o sistema
"Ich mache mein Arbeit"
Eu faco o meu trabalho de forma mais eficiente todos os dias.
e Se o trabalho for investigar um buraco negro -> prémio Nobel 2020
e Se o trabalho for fazer carros -> Mercedes EQS:
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O futuro da ciéncia segundo Nietzsche

"A ciéncia d& muito prazer aquele que nela trabalha e pesquisa, muito pouco aquele
que aprende os seus resultados. Mas como, pouco a pouco, todas as verdades
importantes da ciéncia tém de tornar-se quotidianas e gerais, pois também esse pouco
prazer desaparece: tal qual como nés had muito deixdmos de nos regozijar ao aprender a

tdo admiravel tabuada.
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O futuro da ciéncia segundo Nietzsche

"A ciéncia d& muito prazer aquele que nela trabalha e pesquisa, muito pouco aquele
que aprende os seus resultados. Mas como, pouco a pouco, todas as verdades
importantes da ciéncia tém de tornar-se quotidianas e gerais, pois também esse pouco
prazer desaparece: tal qual como nés had muito deixdmos de nos regozijar ao aprender a
t30o admiravel tabuada. Ora, se a ciéncia, por si, cada vez da menos satisfacio e cada
vez tira mais satisfacdo, por tornar suspeitas a metafisica, a religido e a arte
consoladoras, entdo empobrece aquela maxima fonte do prazer, a que o género humano
deve quase toda sua humanidade."

@ Homem demasiado humano(1878) Circ. de Leitores, 1996, Futuro da ciéncia p251
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O futuro da ciéncia segundo Nietzsche (I1)

"Por isso, uma civilizacdo superior deve dar ao homem um cérebro duplo, por assim
dizer, duas cavidades cranianas, primeiro para sentir a ciéncia, depois a n3o-ciéncia:
colocadas uma ao lado da outra, sem confusdo, separaveis, isolaveis; trata-se de um

requisito da salde.
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O futuro da ciéncia segundo Nietzsche (I1)

"Por isso, uma civilizacdo superior deve dar ao homem um cérebro duplo, por assim
dizer, duas cavidades cranianas, primeiro para sentir a ciéncia, depois a n3o-ciéncia:
colocadas uma ao lado da outra, sem confusdo, separaveis, isolaveis; trata-se de um
requisito da sadde. Numa das zonas encontra-se a fonte de energia, na outra o
regulador: & com ilusBes, parcialidade, paixdes, que se tem de aquecer; com a ajuda da
ciéncia discernente, deve evitar-se as consequéncias mas e perigosas de um
sobreaquecimento.
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O futuro da ciéncia segundo Nietzsche (I1)

"Por isso, uma civilizacdo superior deve dar ao homem um cérebro duplo, por assim
dizer, duas cavidades cranianas, primeiro para sentir a ciéncia, depois a n3o-ciéncia:
colocadas uma ao lado da outra, sem confusdo, separaveis, isolaveis; trata-se de um
requisito da sadde. Numa das zonas encontra-se a fonte de energia, na outra o
regulador: & com ilusBes, parcialidade, paixdes, que se tem de aquecer; com a ajuda da
ciéncia discernente, deve evitar-se as consequéncias mas e perigosas de um
sobreaquecimento. Se nio for satisfeito este requisito da civilizacdo superior, entdo pode
prever-se quase com seguranca o decurso ulterior da evolucdo humana: o interesse pelo
verdadeiro cessara, quanto menos prazer ele assegurar; a ilusdo, o erro, o fantastico,
porque estdo ligados ao prazer, reconquistardo lutando passo a passo o terreno que
outrora ocupavam: a ruina das ciéncias, a recaida na barbarie, serdo a consequéncia
imediata; de novo, a humanidade tera de recomecar a tecer o seu tecido..."
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© Complementos de matéria
@ Potencial central
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Coordenadas esféricas

Definic3o:
X = rsinBcos@
= rsinOsing
z= rcosf

Fig. 20-13. Spherical coordinates.
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Gradiente e Laplaciano em coordenadas ortogonais

e ?J(I)_'_e2 d0 e, dD
~hy duy, o hy du, N hy duy

Consideremos o gradiente,

or or or b= r)i h = Jr _ _ ar
aT.r]:h]e" E:h,eh rJTﬁ-h_e1 ! u, i, i
€
o L |0 [hhyo®), 9 [hhy aq>\+ d (hh, OO
" i rJu by du, au, hy BHZJ duy \ I E)u_,J

e para o laplaciano,

Mecanica Quantica
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Gradiente e Laplaciano em coordenadas esféricas

Para coordenadas esféricas,
x=rsinBcos¢ y=rsinBsing z=rcosO
hr=1 hg=r hy=rsin6
O gradiente é dado por

IO > & I

Ve =é or T r 89+r5|n98¢

o laplaciano por:

VE(D —

18(3 BCD) 1 a( J(D] 1 D

+———==5|sinf=4 - =—
2 or dr ) r?sinf 9o r?sin? @ d¢?

06
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O termo radial

Do laplaciano vem

r2or E)r 8r 3r2 r\_ dr E)r2

que, por seu lado se pode escrever como

20  9%d ) 2o 19 0
<2ar+farz> a(“’“r):rarar("")
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Equacdo de Schrodinger

A equacdo aos valores préprios Hy, = E,y, com y, = R,(r)Y/"(0, ¢) fica,

w02 [2
o gty s T V() o Ru(r)Y"(8,9) = EnRu(r)Y/"(6,9)
Se multiplicarmos ambos os membros por r e definirmos Fp(r) = rRy(r),

2mr?

w02 I?
~5r 92 T 5+ V() p Fa(r)Y/"(8.9) = EniFur(r) Y{"(6.0)
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Radial a uma dimens3do e potencial efetivo

A equacdo a uma dimensido, pode ser escrita com o valor préprio de L2,

K 92  FKI(l+1
{_2ma,2+ FiUsl) V(f)} Fu(r)Y"(8,9) = EnFu(r)Y{"(6,9)

2mr?

i.e. problema a 1 dimensdo com potencial efetivo Vs (r)

R2I(1+1)

Verr(r) = 2mr?

+ V(r)
para o atomo de hidrogénio, e hidrogenoide,

e2 1 Ze? 1
V(r)=———~ Vz(r)=

dwey r
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Reduzindo dimensdes

dividindo por #?/2m resulta numa Eq. tem dimensdes [r]~2 e [r] !

{_a2+/(/:;1)+_ e22m 1} Fo(r) = annI( )

ar? 47T80ﬁ2 r

se substituirmos r = agp e multiplicarmos por a3 obtemos

%2 I(I+1) e?2m 1 22m
{_802 T T T e p } Foi(r) = 20 gz EntFur(r)
com ag = 4,’:7802' vem {—% + ’(i;” + —%} Fai(r) = AniFai(r) pelo que a§ 28 Eny = Any
. 2
ou seja E, = l,,/znfjie‘_%
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Atomo Hidrogenoide

dividindo por #?/2m resulta numa Eq. tem dimensdes [r]~2 e [r] !

{_82 I(1+1) Ze22m1} For) =

ar? r? 4regh? r

annI( )

se substituirmos r = app/Z , (p = Zr/ap), e multiplicarmos por a3/Z? obtemos

{ 92 /(/+1)+ ) e?2m 1} B a2 2m
_7 _ il ry= J0cm
2p>2 p? Caneorip f " Z2 K2

En/Fnl(r)

2 (41
com ag = 4,’;802' vem {—aa?—l— (pJ; ) —|——%} Foi(r) = ApFrni(r) pelo que Z"2 252 Eni = A
i

ou Se_ja En/ = An/m
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FuncGes Radiais e espectro

2 2—p 54 — 36p + 4p? .
R —eF | R, e | Ry = ——————— P
= Ty o 81,/303
P - Up—dpt
I?' e P H\ e M
W " 81 /6ag
.|I|f)"2 -
Ry, _epf3
Y \f.'}uuf
dregh? r
g - j_i f E
Raio de Bohr,
2
4-71,'80’7
ag = ——5 =0.05291772107 um
mee

e os niveis de energia, com n>/>=|m|en=1,2,3,...

o1 13.6056 eV

E = —_—— =
n 2ma(2J n2 n?
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Potencial 1D

V(r) (coord.s arbitr.)

||I||||||||||||=||||II||||||||||||||||II||||||
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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Grafico das funcdes radiais
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Espectro

—, 0.2
w’or
wl I}':- ...................................... e innocensmaccssenseeaas
: NI
0.2 (Y ".\
1Y
C \ \
04— [(n=2] [n=3] [ n=a |
-ﬂ.ﬁ_—
-D.E-_—
A
1.2
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Distribuicdo angular

\. - -
—— . y
= T e e
r "
- el . o . 3
[¥oo = [¥311 | ¥ypl=
( )
m p . e e
- ¥ - - ]
| ¥gz|= | ¥gy |= | ¥aq|=
- b 7
o .
= P e i -
- - - ] - 3
Y312 REIN | Ygal=
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Niveis de energia

E free electron (lonized)
0 eV —————

[=0 m=0

— n=213 [=1 m 1,0,1
Balmer [=2 m 2 —-1,0,1,2

1 - [=0 m=0

nes { =1 m 1,01
Lyman
—13.6 oV 1 o meo
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Densidades de Probabilidade

Y100 Y200 Y210 Y211
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@ Comentarios sobre Colisdes/Dispersio
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Seccdo eficaz e funcdo de onda assimptotica

j P
i=r

Ve ~ Gie'F 24 Cr(6,9)°

r

ou C [e"p?z+f(9,¢)

onde po = V2mE e k= p../h .
O namero de particulas de saida num angulo sélido com pg = r?p = C; Cr é

dl = vdt%dAQ — v dt po d©
O numero de particulas incidente (beam p, = C; C;) nesta seccdo eficaz deve ser,
dl = vdtppdo
da igualdade em d/ vem que

do _py _ C}(8.0)Cr(6.9)

dQ_pb_ CI*C,

— |fP
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Demonstracdo de que a onda emergente é livre
A equacdo de vetor préprio de energia para V(r) =0,

R [ a2  I(I+1)
—% |:ar2+ r2 ]rR(r)_ErR(r)
substituindo,
iP2r
R(r) ="
p
obtemos rR(r) = e "

Bl

que é valida para r — o0, ¥, com,

Anténio Amorim
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Método das ondas parciais

Expans3o ondas parciais,

ez = ekreos(®) = Y i1\ /o (21 +1),(kr) Y(0)
=0

se expandirmos C¢(0)/C; = Z,p%(—i)/f/Y,O(O) a equacdo com a onda plana
transforma-se numa soma de,

1

Ve ~ [il v 4”(2/+1)j/(kf)yfo(9)+h(—f)lflno(e)e.ﬁr]

Pe r

se substituirmos o comportamento para r — o obtemos,

6
€ —i(kr i(kr
RE/(r)r%oo I RN T [e (k +5’) —|—(—1)I+1e (k +6’)}
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Seccao eficaz e onda parciais

de Cr(0)/Ci =X, (i)' Y(6) vem

do B S & o
7o) = |Cf(9)/Ci’2 = Z Z i’ Ilf/ fi Y,O(G)Y,?(G)
P =0 =0

mas os f; podem escrever-se como

fi =i/ 4w (21+1)e'¥sin 5

onde o d; se chama “phase shift”.
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Aproximacdo de Born

Nesta aproximacgdo,

£(0,0) = 2;"72 /F, e 1Rk 7 (7) o772

pelo que,

do 2
g Ife.0)P =

H —i(ke—k;)-7 3
27:772/;/6 (ke=ki) P \/ (') dBF'

e, para potenciais centrais,

L3 T
f(6,¢)= H 2271'/ / e 1areosbv/(r)r2 sin@ d6 dr
21h o Jo
ou seja,
u = .
f(6,9)= —> sin(gr)V(r)rdr
qgh* Jo
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Método perturbativo - A13

Consideremos a equacdo de Schrodinger
(E—Hy—V)yeg=0

que podemos resolver como
(E—Ho) e = Ve
ou seja

Ve = (E—Ho) ' Ve

mas E — Hy n3o é invertivel pois, quando diagonalizado, pode ter valores préprios 0.
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Eq. Lippman Schwinger- D31

Vamos introduzir uma parte imaginaria em E para isso nunca acontecer,
(E—Ho+ie)ye =ieye+ Vyg
ou seja,
Ve =(E—Ho+ig) tieyg+(E—Ho+ig) ' Vg

se expandirmos em estados préprios de Hy yg =Y, c,,l;/gn vVemos que apenas a
componente em que E = E,sobrevive com limg_ (E — Hp + is)_1 ieye = coy° pelo
que

Ve =Y+ GV
que é a equacdo de Lippman-Schwinger com 1//2 como solucdo livre e
Go = limg_yo+ (E— Ho+ig) "
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Func3o de Green

A funcio de Green Gy = (E — Hy+i€) ! pode escrever-se na forma,

2
}m (KR+V3) G(F—7)=8%F-F)

o que conduz a

o'm ei%(Ff?’)
GF—F)=—-"
(F=F) = =7 aar—7]
pelo que Wg = Y2+ Go Ve fica
om eiE.(F—F’)
VE =Yg — 74,|V1I/Ed3Fl

F/?47L’|F—r

que se pode resolver perturbativamente comecando por colocar yg ~ lllg-no integral e
seguindo sucessivamente.
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o Comentarios sobre Funcio de onda do Deuterdo
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Spin no deuterdo

Spin 1/2: Operadores com relagdes de comutacio
[S,5] = iAS
compativeis com |s, mg) tal que

52|s,mg) = R2s(s+1)|s, ms)

S, |s,ms) = hims|s, ms)

mas com s = 0,1/2,1,3/2,2,5/2...
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protdo + neutrdo, ambos com spin 1/2. Na soma §D = §p+§,,. Na soma

S — Sp| < sp < [sn+p|

mp = mp+mp

pelo que sp =0 ou sp =1,

_ 11/20)[=1/2p) = |=1/25) [1/25)
|070>_ P\/§ P

e[1,1)=1[1/2,)[1/2p) e [1,=1) = |=1/2n) |=1/2p) €

_ 11/20)[=1/2p) +1=1/25) [1/20)
’1,0>_ P\/§ p
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Deuterdo , Gnico estado ligado n-p

A observacdo mostra que Jp =1 e P(F — —F)|Deuterdo) = |Deuterdo). Mas

PY™(0,0)=(-1)'Y/"(6.9)

pelo formulario, YO(G) = ,/i,rYl0 = 1/%2
AT =& (xtiy) Y = /1o (222 = x2 = y?), P Y5 = F [ 22(x L y) |
r? Y2jE2 =/ 327: > (x+ /y)
portanto no Deuterdo / =0,2,4,6,... mas |/ —sp| <1< |/+sp|e
@ sp =0 em que / =1 impossivel por P
@ sp=1em que / =0 (estado S) e / =2 (estado D) pois / =1 impossivel por P
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@ Comentarios sobre Relaces de Heisenberg
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Valor médio, variancia e desvio padrio

O valor médio, num estado de um observavel A que toma os valores a; com
probabilidades p; é dado por

<A>= Za,-p,-
i
Se se tratar de uma variavel aleatéria continua a com densidade de probabilidade p(a),

<A>= /ap(a) da
Para a varidncia das mesmas escrevemos,

G% = Z(a,-— <A >)2 Pi
i
ou,

62 = /(a— < A>)?p(a)da

Em Mecanica Quantica,

< A>= (y|Ay) = /I//*A(q/) dxd...
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Valor médio em Mecanica Quantica

Consideremos que ¥ = c1y1 + Yo + ..., entdo,

(VIAY) = a (y|Ay) + o (y]Aye) + ...
ou seja,
(W|AY) = cra (W|y1) + a2 (W|ya) + ...

que é
(y|Ay) = cfca1 + G ar+... = (A)

Caso particular:
Se o estado W é um vetor préprio, < A>=ae o4 =0.
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Relagdes de Heisenberg (1)

Consideremos os operadores hermiticos A = A— < A> e B' = B— < B >, entio,
P

ci0% = (A?)(B"?)
= (y|AAy) (y|B'B'y)
= (Ay|Ay) (B'y|B'y)

Pela relacio de Cauchy-Schwartz, 3 (¢|0)2 < |(9|@)[> < (¢]9) (@|@) pelo que,
cAo% > S (Ay|B'y)?
mas (A'y|B'y)" = (B'y|A'y) pelo que,
—i(y[(AB - BA)y) =23 (A'y|B'y)
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Relagdes de Heisenberg (11)

De 6302 > 3 (Ay|B'yw)? e i (y|(AB — B'A)y) =23 (Ay|B'y),

1
92

O'AO'B (A, B ]>

mas [A', B'] = [A, B] ou seja,
1
0a0s = 5| ([A B])|
Exemplos: [x;,xj] =0 ; [pi,pj] =0; [X,',pj] = ihd;; e (com rotacdes)
[L,L,) =iRL,

[XiLLi] =0 mas [x,L,] = ihz e [p;,L;] =0 mas [px,L,] = ifip, e [F?,L;] =0 mas
[F.L2] #0.
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@ Comentarios sobre Momento Angular
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Operadores L+

@ Definicio :
Li=L.%il,

o Elementos de matriz:

LY =/I(l+1)—m(m+1)Y/

o Comutadores:
[L2, Li} —0; [LyLi]==+Ls
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© Complementos de matéria

@ Molécula de hidrogénio
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O Hamiltoneano de Hse o operador de permuta

Procurar a funcdo de onda y(x1,y1,21,x2,y2,22) vetor préprio de,

h* -2 -2 e | 1 1 l 1
He —— (V4 V) - — [ — —+ — 4 — — ——
2m, dweg \rn T Tw Tme [T — T
com,
o i i i e i i g i
arr | Ay 822 27 82 B B2
e

Praw(x1,y1,2z1,x0,y2,20) = W(X2,¥2,22,X1, Y1, 21)

com P122 =1 e P1oHP1» = H, ou seja

[H,P12] =0
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Funcdo de onda de H» e densidade de probabilidade

Aproximacdo de funcio de onda. Definicdo

n(F) = thoal|F — Fip|)  ©e(F) = Yool |[F — Fepl)

y(r, %) =wi(h) v (r)

Notacdo vy, (7,7> assumidos na ordem). Podemos pensar na combinagdo,

vV =ayy, + by, y

com norma,

ool ] ] N I I | IR .2 T O A
) . i ayq, + o) = a 0" 4 2aiy )
lids {aynly b cUn |y, ol ) a* + b ab ||t o 1

Apenas a/b é realmente um grau de liberdade.
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Densidade de probabilidade

A densidade de probabilidade ,

p(A, %) =V (A, R)W(A, ) = a pi(R)pr () + b°pr(F)pi(7) + abyi (A wr (A1) Wi (R) wi(7a) +

definindo dado que todas as variaveis sdo reais e definindo(y, ;) (7) = wi(7)w,.(7),

p(F. %) = a°pi(R)pr(R) + b°pr () pi(R) +2ab (W) () wi v (72)

Definindo a densidade de particulas:
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Definindo a densidade eletrénica (carga) como,
n(®) = [1vERP R+ [ 1v(i.PE SR,
como [ pr(F)dF =1 e [yiwi(7) d7 = (wilw,) = S obtém-se,
n(F) = (a°+ %) (pi(F) + pr(7)) +4ab(wiy,) (F) S)
como a + b2 +2ab (y|y,)? =1,

n(7) = (1—2abS?) (pi(F) + (7)) +2ab (2 (wiy) (7) S)

2 ¢ \ fi . T N
by + 2abiy |t {.’tqt', — {an|al )y (ny 4+ 4 }
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Estado v,y
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Estado Simétrico
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Estado Anti-simétrico
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Calculo da densidade eletrdnica
@ Para a densidade eletrénica
n(7) = /yw |2d3r2—|—/|l// AP,

calculo, ao longo da linha entre os dois nicleos o integral de sobreposicio
= (y|y,) na tabela 9C.1 pag 359 do Atkins, Physical Chemistry (Z =1),

Orbitals Overlap integral

2
1s,1s S={1+Zl+l( ZR) }e—zmaﬂ
a, 3\ a,

25,28 S={1+Q+L
aﬂ

2 3
2p,.2p, (1) S:{1+ ZR +i( ZR) -1 (ZR) }e—zmaﬂ
0 0

ZR  1(ZRY 1(ZRY 1 (ZR\'| _mom
2p,2p,(0)  S= {1 m*m(;) ‘a(aj ‘m(x) €
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Calculo do Hamiltoneano

o E também, para o Hamiltoneano, os integrais moleculares,

j=jo/l”’"”d3?:“{1— <1+R> e—2R/ao}
ry R ag
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Normalizacdo

Considerando
v = ay(rn)y-(r)+ by.(rn)yi(r)

com a, b reais, podemos escrever,

Ay (n)wi(n)v; () we(r)
2w (n)wr(n)y; () ()
aby; (r)y:(n) vy (r)yi(r)
aby; (n)yi(n) v (r2) e (r2)

vy

+ o+ o+

ou seja,

_ /w*wd3?1d3F2 _ 4B 42abS? = 1

onde S = [y y,d*7 = (y|y,) para estados 100 & real.
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Densidade de eletrdes

A densidade n(7) = [ |w(7,%)|>d*% + [|w(FA,7)[? d®F, assume,

n(F) = (a° +b2) (|wi* + v, [*) +2abS (y} v, + v w)

o que, atendendo a condicdo de normalizacdo, dd o mesmo que a Eq. 5.7.
Considerando que yigg é real obtemos:

n(7) = (a* + b%) (W + y,?) +4abSyy,

com a normalizacio
a®+b%+2abS% =1
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Nas combinacGes par e impar

Para by = 4a. temos 2a% +2a3 5% =1 pelo que

1

T L0LSY)

n(F) = 2a% (yi*(F) + v, (7)) £ 4a2 Syi(P)wi(7)

Anténio Amorim Mecanica Quantica



Densidade para Rjgna linha de unido

/2

_3/2 _r
Como Rip =23, '“e * temos

WP = aa e
VPP = et 2F

vi(F)y(F) = 4aye R/

agn(r/ao) =8a2 (e_2x/a° + e_2(R_X)/a°> +16a% e R/a0
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Grafico da funcdo

Chart Title
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Comparacao com os valores experimentais

© Valores observados
Q EB =452 eV
Q@ d=074 A
@ Valores estimados (a=b)
O Eg=32¢V
® d=087A
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Sistemas com dois estados

Considerando W = ciy1 + oy e |ci 2 +|c|? = 1 com

::E::' I:f'| L' T Calfa jin'|;-._;-._ T Cg '_'2:::
(E) = |e1*{Ev) + cjeaHya + chor Hoy + |oa*{ Es)
the averaged energy: oy P{E) + |e2|2{Es)

the twilight terms: (cfoz + chey ) Hoa
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Métodos mais Recentes

o GAMESS https://www.msg.chem.iastate.edu/tutorials/tutorials.html

o Método do funcional de densidade
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© Complementos de matéria

@ Spin em H,
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Consideremos a funcio de onda geral v = w(#,S,1,1,S22;t) com

W(r), Sop, Fa, Sooit) = WU (7, P NS0 )T Soa) + 0, (Fy, P TS24 (S22)

+ '11_+|:i‘-"|.?721!l::'.._.lz-‘ﬂv_—'_”:..“.?'_-gzl + F Far £)L(S: ]I.LI S.2)

como

Pee0 = a [U(F1)0e(T2) + (T )n(72)]

entao
Ugs = a [t (T (Fa) + Ue(F1)tn(72)] [as o 1T + ’(__TJ,-I-fe_JrH—I-fe__‘LJ,:

O principio de exclusdo de Pauli conduz a,
IR Al
V2

Ugs = @ | [ (7 )by I?)-+t',-.i1IL‘|I?)-
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© Complementos de matéria

@ Determinantes de Slater
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Anti-simetrizacdo da funcdo de onda 2 part.

Consideremos 4 casos, ex:

Sz

Y A
U (7)T(S: )
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Anti-simetrizacdo da funcido de onda

| WP (71, 8.1) WR, (7, Sar) WR(Fr,Sep) oo OR (F1,Sa)

nak n1

N\ Nl NIN-1)(N-2)...(N-I+1)
TN -nm I

De | particulas e N estados: /"N (distintas) -> G 7
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@ Formulacdo matricial
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Formulacdo matricial

."IJ- = e's-_t':-_“I:F-_. .F;:]. i'-.;:- 'HI:E ..... F_ll'. -.":"v:_ll'::' + rl‘g\'.'j{F].fJI:]. ?'_'3. .F;:-J.. f s F_ll'. -.":"v:_ll':| + ...

U= a
Resolver Hy = Ey com =1

9 . s — — -
g¥g T f’:]- 2y 235005 Tpy Oz )

H-_|rr-_ - ||r||r]3lf|!2 4+ ... 4+ ||r||r]|'_'.:|f|!‘-_"‘;- = Err]
fﬁr“rr-_ —1 Jr]rzjlfﬂz —+ + !Jrz@fﬂr_? Efl‘z

Hpyay + Hpas + ... + Hygag Fa,

Hoiay + Hgeaz + ... + Hggag Fag

Hyy = (WF|HUS), Hyp = (WE|HUS), ..., Hog = (V3| HUP).

Anténio Amorim Mecanica Quantica



Indice

© Evolugdo no tempo
@ A equacdo de Schrédinger
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Solucdo da Equacdo de Schrodinger

A equacio
P
8t =Hy

com a expansdo em estados préprios Wyonde Hy,, = E v, e,
t) = ch(t)llf
n

resulta,

ch E Yp=1 HZ ) Yn
como Y,sdo independentes ((y,|),

., dca(t)
h
M

.En

=cn(t)E, = cp(t)=cn(0)e "7t
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Conservacdo de Energia

Pela expansio

I = E calt)q cilt) = cs(0 ::-f=_”.'-”4':-'l'

as probabilidades ficam independentes do tempo

- . £y Bt oy —iEt P
ca(t)]? = cx(t)er(t) = -:'ﬁlt'[:'}f";'“ Mez(0)e iEqt/h _ u:-.—,l_[]_,-|J

Qualquer valor médio ou momento estatistico de H € constante.
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Estados estacionarios

Caso particular: Para um estado estacionério y,,

v(t) = co(0)e My,

com densidade de probabilidade y*y constante. Mais, para um observavel A com valor
préprio & e estado préprio Wy,

Pa(t) = | (Walw(2)) [ = ™/ e /M| (y | ya) |2 = | (Wl yin) | = Pa(0)

Todas as probabilidades de qualquer observavel sdo constantes. S3o constantes os
valores médios e momentos estatisticos.
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© Evolugdo no tempo

@ Evolucio de valores médios
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Evolucdo de valores médios

A equacdo de Schrodinger com iﬁ%—‘t" = Hy, para qualquer ¢

in(0l %) = (glHy)

conjugando,
—m¢—4@ (Hylo)
entdo , ) (A 3 3 3
d{A) _d{y|Ay)  dy JA dy
- g AWl v+ (WA
ou seja,
d(A)

i A
(ﬂzﬁKHwa%%wMHW”+<at>

d(A) A
i)+ (50

mas como H é hermitico,
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Exemplos de evolucdo de valores médios

Da relacdo
d(A) i dA
TNV _ L IiH A gn
@A+ (5
d(x) i | .
— —{ —[H.: Vix),
dt <h > <h [)m g E]>
resulta, com,
P.r T| = Pe|Pe, T] + [Px, TPz = —P=|T, P2 — [T, Pe|pr = —2ihp:
pelo que,
d{z)  /pz
d! Qm> dipd) _ i
€, COomo —5— = 5 ([H, px]),

S
Il
T

d(p) _ [ OV
dt i

ﬁ—)\f Teorema de Ehrenfest

porque [V, py| =
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@ Teorema do Virial
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Teorema do Virial e aplicacGes

Teorema, num estado estacionario,
2T)=(F-VV)
ex 1: V= %kr2 eVr=¢ pelo que VV =kFe

—

(2T) = (F-VV) = (kr®) = (2V)

ou seja,
(T)=(V)
eex2: V=-— MS = L pelo que VV—W‘0 fg eF-VV=-V,
=V)
Ty="2/
(1) =5
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Demonstracdo do teorema do Virial

Da evolucdo no tempo,
d(F-p) i,
— _([H.,7-
p = ([H.7-B])

mas [T,7-Bl =X [T,ripil =L (ri[T,pil +[T,ri]pi) =X;[T,ri] pi ou seja

TF A=Y

2 .

pj 1 —ih_ .
Q;n,r;] pi=5— (%‘,Pj [pj, ri] pi + [pj: ri] PjPi) = 7/32 =—ih2T
e [V.7-Bl =X [V.ripll = L (ri [V, p] + [V, rilpi) = Liri[V.pi] e [V, pi] = =257,
[V,7 B = iAf-VV

pelo que, num estado estacionario, % =0=—ih ((2 T)— <F§V>)
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® Relacio de incerteza Tempo-Energia
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Relacdo de incerteza Tempo-Energia

De modo analogo a o0, > g também,

h
OO > 5

o problema consiste em definir 6;. Por Mandelshtam-Tamm para um observavel A

d(A)| o i

'dt‘ = é\ = h<[H7A]>‘
© 1 ﬁGA

GEGA2§’<[H7A]>’ =20,
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@ Simetrias/Problemas
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Leis de conservacdo

@ As leis de conservacdo sdo a informacdo mais fidvel e com maior valor para sistemas
em que ndo dominamos todas as interaces ou sdo muito complexos de resolver.

@ As leis de conservacdo resultam da invaridncia do sistema (H, ..) para simetrias

externas.
Simetria \ operador \ Conservacio \ observavel \ cons. \ ndo cons. ‘
Translacdo u(r) Momento linear p V(rh—1) V(7)
Rotagdo R(rict) | Momento Angular L V(r) V(F)
Evol. no tempo U(t) Energia H V(7,V) V(r,v,t)
Par. (¥ — —7) P P+1 V(7)) V(7)
Inv,(t — —t) T T+1
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Simetrias internas

|

Simetria ‘ operador ‘ Conservacdo ‘ mediador/ ‘
Conj. Carga C C+1
Isospin forte I (n,p)... 12,1,
Hipercarga f. Y hiperdes.. Y
Gauge U(1) Q q Y
Gauge SU(2) e, Ve isopin fraco Z,W*
Gauge SU(3) | 9r,qg,9p sing. cor gs
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Problema 16

@ Defina o operador da translacdo a ao longo do eixo xx , U(a), por,
U(a)w(x) = w(x—a).
IU(a)

Relacione a derivada =;>> com o operador quéntico de momento linear

Px = —iﬁ% e U(a). Resolva a equacdo diferencial resultante para U(a).
Por derivacdo

dU(a) _ dy(x—a) Jdy(x—a)d(x—a)
5, v = IR e
_ _9¥(x—a)d(x—a)  Jy(x—a)
d(x—a) X ox
pelo que
8(8123)1//(X):—8V1(8XX_3):I_lﬁpxl//(x—a):ilthU(a)q/(X)
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Problema 16 Il

Assim, de,
U(a)y(x) = y(x—a)
resulta, 2U(3)
U(a)  px
da _EU( )

que se integra como,

e, como U(0) =1, entdo A=1¢e
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Problema 17

@ Mostre que U(a) obtido & unitario, ou seja, (y|U(a)¢) = (U1(a)y|o) e relacione
(Uy|U¢) com (y|¢) de modo genérico.

Como
@lUEY) = [o UGV = [ ¢ v

= /(p x+a)y de:/[U—a )]  w(x)dx

entao

(plU(a)y) = (U(-a)oly)

portanto com a definicio geral de hermitico conjugado, (¢|Ay) = (At o|y),




Problema 17 Il

e também,

portanto

e Ut(a) = U1(a). Daqui,

(U(a)y|U(a)9) = (UT(a)U(a)w|¢) = (vl9)

que também se obtém por,

a)y|U(a)e /l[/ x—a)p(x— adx—/l]/ x) dx = (y|¢)




Problema 17 (alternativa)

Ou ainda _
U(a)=e 72

ent3o como a operacio AT pode ser vista como AT*,
+ —iexa)\ T =10\ ’
u (3):<e 4 ) = Zﬂ —5?) Px
k=0
portanto

ve =Y & (;;)k () =Y & (;a)kpﬁ 6% Y(—a) = UY(a)

k=0
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Problema 18

@ Defina o operador da rotagdo a ao longo do eixo zz , R(a), por,

R(Ot)lp(r,@,(p) = w(r,G,(p—(x).

. . oR s
Relacione a derivada % com o operador quantico de momento angular

L,= —iﬁ% e R(a). Resolva a equacdo diferencial resultante para R(a).

Por derivacdo

aR(a) _ aW(r767(P_O‘) _ a‘//(r797(P_a) 8((p—(x)
g V(r0:9) = da  ~ de—a)  oa
_ _all’(r767(P_a)a((P_a):_all,(r7ev(p_a)
d(p—a) e e
pelo que
aR(OC) _7all/(ra97(p_a)_i _ _ii
5 V(0.0)= — 90 = Ly(r.8,0—a)=——L:R(a)y(r.0,9)
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Problema 18 Il

onde y(r,0,¢@) & genérico, pelo que,

IR(a) L,
oa :ER(O‘)

que se integra como,
_jlz,
R(o) = Ae "%

e, como R(0)=1, entdio A=1¢e

R(a)=e 72
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Problema 19

e Mostre que R(c) obtido é unitario e relacione (Ry|R¢) com (y|¢) de modo

genérico.
Como
@IR@Y) = [ 9'(r.0.9)R(@)y(r.0.9)d2= [ ¢'(r.0.0)(r.0.0—a)dO
— [ 00,0+ 0)w(r.6.0)d2 = [ [R(-)p(r.8.9)]" y(r.6,9)d0
entdo
(pIR(a)y) = (R(—a)ely)
portanto

R(a)" = R(—a)
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Problema 19 Il

Partindo de,
R(a)" = R(—a)

R(—a)R(c)y(r,0,9) = R(—a)y(r,0,¢0 —a) =y (r,0,(¢ —a)—(—a)) = y(r,0,9)

portanto
R(a)RT(a) = R()R(—x) =1

e RY(a) = R~ (). Daqui,

(R(a)y|R(a)9) = (RT()R(a)w]9) = (v|¢)

que também se obtém por,

(R@VIR(@)9) = [ v'(r.0,9—a)o(r0.9-)d2= [ ¥"(r.6.9)6(r.8.¢)d2= (v]¢)




Problema 20

@ Das seguintes simetrias diga quais as que mudam o tipo de particula descrita pelo
estado (simetrias internas):
@ Translacdo
@ Rotacio
© Translacdo no tempo
© Rotacido de cor nos quarks
@ Paridade
@ Rotacdo de isospin fraco
@ Inversdo no tempo
Q@ Conjugacdo de Carga

e 4)6) 8)
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Formulario |

9 — cos(0) + isin(0)

° sm(OH—ﬁ) =

sin(or) cos(B) + cos(a)sin(B)
e cos(o+P) =

cos(a)cos(B) —sin(a)sin(P)
e Funcdo de onda y(x,y,x;t)

° (9|y)=/[¢"ydxdydz
o |lyl]>=Jy*ydxdydz
o Hermit. (¢]|Ay) = (A¢|y)




Formulario |l

o Aly,) =21y e De Broglie Ag =2xh/p
o ly)=Xaclwr) ° sz—iﬁ%

o p(A)=1{walw) P/ (v|w) ° p=—ihV

o (A) = [y(x)"Ay(x)dx o = hk

o oa= V(A (AP o [y} = e

@ 0,0, >1i/2 . H:%—{—V(X,p)

o G 05 > I([AB]H o HVe( )= Evel(..)
° OEGi>3 o ih2Y = Hy
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Formulario |l

Caixa:

Yn(x) = \/%sin (nﬂi)
E,=nEm -1

2mi2

Osc. Har. V(x)=cx?/2

PR

K
0= % = mo
1 7ﬁ
ho(x) = e
Y
hl(X) - (47_”2)1/4 272
x/1)*— _2
ha(>) = (Eln//z))lmle 2"
2x/1P=3x/l —22
hB(X) = ((9/71')/2)1/4/ 212
— 12n

Anténio Amorim

[=—irxV

Ly =—ifige; Lo = L £iL,

LZY, =mhY" m=—I...
L2y = I(I+1)R2Y/m

LY = /I(I+1)—m(mE£1)AY !

YO = \/;
o rYP = \/;z

o rYfl=x

ax(x£iy)

o r2yf = \/;(2227x —y?)
° r2Y2i1::F\/gz(x:|:iy)

° rzYzﬁz\/;(X:I:/y)
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Formulario Il

@ x = rsin(8)cos(¢)
y = rsin(0)sin()
z=rcos(0)
4
° V(r) = _451'80I’
@ Vnm = nl(r) Y/m(ev(p)
_ K 136eV
° Ey= _2mea(2)n2 - nze
(] RlO = %67‘30
&)
2—r/ag TS
® Rao 24/2a3 °
r/ao a)
(] R21 5 6386 230
_mgS,
o Vy = —Cy% Yukawa
d(A j 0
o %G = F{IH. A +(%)
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Formulario 1V

i=1.054571 x1073* J.s
fi=6.58120...x 10710 Vs
me = 9.109383... x 103! kg
c=2.99792 x 108 m/s
1eVr1.6x1071° )

mec? ~ 511 x 103 eV

mpc? =938 x 10% eV
€0 = 8.8541 x 10712 C2/Jm
fic =197.327 €V-nm

e? hc

4meo . 137.036

a0 = 4T — 0.0529 nm
A=10"m ; Fm=10"1°m
e=1.60217...x107'°C o kg —=8.617x 10°° eV/K
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Formulario V

x2
o [TPe ™2 dx=|alvm
x2
° fj‘:’x%“e*?2 dx=0
2
oo _x_ 3
o [T2x2e 2 dx=%\/m
o [y r"e adr=nla"! a>0
@ 1eV.nm =1 MeV. Fm
o Ey=hw, o =2nfec=Af

Anténio Amorim Mecanica Quantica
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