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Nota de Autor

Material de apresentação do funcionamento da UC de Mecânica Quântica

As aulas teóricas incidem fundamentalmente sobre a análise crítica do livro "Quantum
Mecânics for Engineers"de Leon van Dommelen disponível em "open access". As aulas
teórico-práticas incluem a resolução de exercícios e o esclarecimento de dúvidas
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Metodologia escolhida

Uma abordagem inclusiva
compatível com a in�ação educativa

Insistir na interpretação física com exemplos simples

Evitar conceitos formais de espaços de Hilbert

Evitar conceitos do Formalismo de Dirac

António Amorim Física Quântica II



Indice

1 Apresentação e Introdução
Programa
Sumários para Física Quântica II
Bibliogra�a
Avaliação
Escolhas
Porquê Mecânica Quântica
Qual o sentido do esforço?

2 Material Adicional

3 Evolução no tempo

4 Formulário

António Amorim Física Quântica II



Porquê estudar mecânica quântica?

Qual o sentido de estudar mecânica?

Porque é a base da física quântica.

(corporativa)

Tem aplicação na sociedade e na indústria. (utilitária)

As aplicações modernas (ex: materiais) imaginar o futuro. (empreendedora)

Prazer em resolver problemas. (teoria de jogos)
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O saber não ocupa lugar. (enciclopédica)
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Impactos da Mecânica Quântica

( ex: os outros capítulos...)
1 Sistemas atómicos e moleculares (química)
2 Sistemas macroscópicos e física estatística
3 Semicondutores e eletrónica
4 Sólidos e materiais
5 Quantidades termodinâmicas
6 Física nuclear
7 Eletrodinâmica quântica - Interação electro-fracas e fortes
8 Astrofísica e cosmologia (todos os espectros...)
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O sentido da mecânica quântica I

A Mecânica Quântica estabeleceu um formalismo matemático extremamente
elegante para, com exatidão, descrever todos os fenómenos mensuráveis a escalas
que não envolvem a gravitação generalizada.

O modelo standard da matéria e suas interações, baseado na teoria quântica dos
campos, utiliza as cargas e as massas das partículas �fundamentais� para descrever
com sucesso os fenómenos que conseguimos medir nos nossos laboratórios, exceto
os que resultam dos sinais que vêm do espaço.

A exatidão do modelo padrão contrasta com o �delírio� cosmológico da maior parte
do universo ser constituído por �massa escura� e expandir-se de forma apenas
enquadrável pela presença de �energia escura� que constituem números arbitrários
utilizados apenas para descrever observações que não batem certo.
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O sentido da mecânica quântica II

Todo o formalismo da Mecânica Quântica tem um problema consistente: não faz
sentido nenhum.

�Nobody would ever formulate a theory like quantum mechanics in jest, because
none would believe it. Physics ended up with quantum mechanics not because it
seemed the most logical explanation, but because countless observations made it
unavoidable.� (Livro)
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Porquê qualquer esforço humano?
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Qual o nosso sentido no Universo em 1600?

1632 - Sobre os dois
sistemas do mundo

No princípio criou Deus o céu e a terra.

E criou Deus o homem à sua imagem... os
abençoou, e Deus lhes disse: Fruti�cai e
multiplicai-vos, e enchei a terra, e sujeitai-a;
e dominai sobre os peixes do mar e sobre as
aves dos céus, e sobre todo o animal que se
move sobre a terra.

Bartolomeu Velho - D. Sebastião, 1568
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Qual o nosso sentido no universo em 2021?

Uma espécie propensa à auto-ilusão e ao consumo predatório de recursos, no
terceiro planeta em torno da estrela Sol (Via Láctea) que tem crescido em número

exponencial nos últimos 2 séculos e que está a causar a mais rápida extinção de

espécies de todos os cataclismos nos 4.5 biliões de anos do planeta.

Vertebrates on the brink as indicators of biological annihilation and the sixth mass
extinction Gerardo Ceballos, Paul R. Ehrlich, and Peter H. Raven, PNAS, 2020

Para alimentação humana (M-milhões) :

25900 M frangos/galinhas

1000 M vacas; - 700 M porcos

Vida Selvagem (M-milhões) :

0.4 M elefantes Africa; - 0.012 M lobos Europa; - 0.015 M bisontes selvagens

0.02 M ursos polares no Ártico; - 0.87 M todas a baleias no oceano
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Porque estão aqui?

Porque estão aqui?

Deve ser estudado na sociologia:
Resposta escolástica: alguém importante disse ...
Resposta por inquérito: "a nobreza da estatística - matemática"
Resposta por experiência (introspeção): Não fazem ideia...

Assumir uma escolha é por o seu "self" em risco.

Resposta por Ivy League (∈ grupo que lidera):
Brown U., Columbia U., Cornell U., Dartmouth C., Harvard U., Princeton U., U. of
Pennsylvania, and Yale U..

Facilitismo / trabalho árduo (ciências cognitivas: sacrifício não pode ser em vão)..
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O que fazem aqui?

Três invenções: Chinesa, Grega e global

1 A invenção da seleção pelo Exame - China -
2 Caligra�a e Confúcio
3 A confabulação e o "self" aperfeiçoável em competição - Grécia -

1 Atenas com 250,000 (homens com direitos ~30,000) versus 7,753 biliões
4 A avaliação do sistema de ensino - globalização OCDE

1 Programas ambiciosos (ex: Lei de Stefan-Boltzmann.)
2 Avaliações triviais - exames que se fazem copiando exemplos.
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Desespero: utilizar os jogos (Herodotus).
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O que de�ne um jogo?

Um objetivo - uma noção de sentido

Regras - limitações arti�ciais

Um sistema de avaliação/encorajamento: promessa e motivação

Participação voluntária: aceitar o objetivo, as regras e o sistema
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A abordagem "germânica"

"Ich mache mein Arbeit"
Eu faço o meu trabalho de forma mais e�ciente todos os dias.

Se o trabalho for investigar um buraco negro -> prémio Nobel 2020
Se o trabalho for fazer carros -> Mercedes EQS:

Se forem peças ou software talvez em Portugal

Bosch, Siemens, Critical+BMW, Continental, Denso+Toyota, ...
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O futuro da ciência segundo Nietzsche

"A ciência dá muito prazer àquele que nela trabalha e pesquisa, muito pouco àquele
que aprende os seus resultados. Mas como, pouco a pouco, todas as verdades
importantes da ciência têm de tornar-se quotidianas e gerais, pois também esse pouco
prazer desaparece: tal qual como nós há muito deixámos de nos regozijar ao aprender a
tão admirável tabuada.

Ora, se a ciência, por si, cada vez dá menos satisfação e cada
vez tira mais satisfação, por tornar suspeitas a metafísica, a religião e a arte
consoladoras, então empobrece aquela máxima fonte do prazer, a que o género humano
deve quase toda sua humanidade."

Homem demasiado humano(1878) Circ. de Leitores, 1996, Futuro da ciência p251
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O futuro da ciência segundo Nietzsche (II)

"Por isso, uma civilização superior deve dar ao homem um cérebro duplo, por assim
dizer, duas cavidades cranianas, primeiro para sentir a ciência, depois a não-ciência:
colocadas uma ao lado da outra, sem confusão, separáveis, isoláveis; trata-se de um
requisito da saúde.

Numa das zonas encontra-se a fonte de energia, na outra o
regulador: é com ilusões, parcialidade, paixões, que se tem de aquecer; com a ajuda da
ciência discernente, deve evitar-se as consequências mais e perigosas de um
sobreaquecimento. Se não for satisfeito este requisito da civilização superior, então pode
prever-se quase com segurança o decurso ulterior da evolução humana: o interesse pelo
verdadeiro cessará, quanto menos prazer ele assegurar; a ilusão, o erro, o fantástico,
porque estão ligados ao prazer, reconquistarão lutando passo a passo o terreno que
outrora ocupavam: a ruína das ciências, a recaída na barbárie, serão a consequência
imediata; de novo, a humanidade terá de recomeçar a tecer o seu tecido..."
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Coordenadas esféricas

De�nição:
x = r sinθ cosϕ

y = r sinθ sinϕ

z = r cosθ
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Gradiente e Laplaciano em coordenadas ortogonais

Consideremos o gradiente,

e

e para o laplaciano,
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Gradiente e Laplaciano em coordenadas esféricas

Para coordenadas esféricas,

x = r sinθ cosφ y = r sinθ sinφ z=rcosθ

hr = 1 hθ = r hϕ = r sinθ

O gradiente é dado por

∇Φ= e⃗r
∂Φ

∂ r
+

e⃗θ

r

∂Φ

∂θ
+

e⃗φ

r sinθ

∂Φ

∂φ
e

o laplaciano por:
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O termo radial

Do laplaciano vem

1
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que, por seu lado se pode escrever como

1
r

(
2

∂Φ

∂ r
+ r

∂ 2Φ

∂ r2

)
=

1
r

∂

∂ r

(
Φ+ r

∂Φ

∂ r

)
=

1
r

∂

∂ r

∂

∂ r
(rΦ)
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Equação de Schrödinger

A equação aos valores próprios Hψn = Enψn com ψn = Rnl(r)Y
m
l (θ ,ϕ) �ca,{

− h̄2

2mr

∂ 2

∂ r2
r ·+ L⃗2

2mr2
+V (r)

}
Rnl(r)Y

m
l (θ ,ϕ) = EnlRnl(r)Y

m
l (θ ,ϕ)

Se multiplicarmos ambos os membros por r e de�nirmos Fnl(r) = rRnl(r),{
− h̄2

2m
∂ 2

∂ r2
+

L⃗2

2mr2
+V (r)

}
Fnl(r)Y

m
l (θ ,ϕ) = EnlFnl(r)Y

m
l (θ ,ϕ)
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Radial a uma dimensão e potencial efetivo

A equação a uma dimensão, pode ser escrita com o valor próprio de L⃗2,{
− h̄2

2m
∂ 2

∂ r2
+

h̄2l(l +1)
2mr2

+V (r)

}
Fnl(r)Y

m
l (θ ,ϕ) = EnlFnl(r)Y

m
l (θ ,ϕ)

i.e. problema a 1 dimensão com potencial efetivo Veff (r)

Veff (r) =
h̄2l(l +1)
2mr2

+V (r)

para o átomo de hidrogénio, e hidrogenoide,

V (r) =− e2

4πε0

1
r

VZ (r) =− Ze2

4πε0

1
r
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Reduzindo dimensões

dividindo por h̄2/2m resulta numa Eq. tem dimensões [r ]−2 e [r ]−1{
− ∂ 2

∂ r2
+

l(l +1)
r2

+− e22m

4πε0h̄
2

1
r

}
Fnl(r) =

2m

h̄2
EnlFnl(r)

se substituirmos r = a0ρ e multiplicarmos por a20 obtemos{
− ∂ 2

∂ρ2
+

l(l +1)
ρ2

+−a0
e22m

4πε0h̄
2

1
ρ

}
Fnl(r) = a20

2m

h̄2
EnlFnl(r)

com a0 =
4πε0h̄

2

mee2
vem

{
− ∂2

∂ρ2 +
l(l+1)

ρ2 +− 2
ρ

}
Fnl(r) = λnlFnl(r) pelo que a20

2m
h̄2

Enl = λnl

ou seja Enl = λnl
h̄2

2mea20
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Átomo hidrogenoide

dividindo por h̄2/2m resulta numa Eq. tem dimensões [r ]−2 e [r ]−1{
− ∂ 2

∂ r2
+

l(l +1)
r2

+−Ze22m

4πε0h̄
2

1
r

}
Fnl(r) =

2m

h̄2
EnlFnl(r)

se substituirmos r = a0ρ/Z , (ρ = Zr/a0), e multiplicarmos por a20/Z
2 obtemos{

− ∂ 2

∂ρ2
+

l(l +1)
ρ2

+−a0
e22m

4πε0h̄
2

1
ρ

}
Fnl(r) =

a20
Z 2

2m

h̄2
EnlFnl(r)

com a0 =
4πε0h̄

2

mee2
vem

{
− ∂2

∂ρ2 +
l(l+1)

ρ2 +− 2
ρ

}
Fnl(r) = λnlFnl(r) pelo que a20

Z2
2m
h̄2

Enl = λnl

ou seja Enl = λnl
Z2h̄2

2mea20
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Funções Radiais e espectro

Raio de Bohr,

a0 =
4πε0h̄

2

mee2
= 0.05291772107µm

e os níveis de energia, com n > l >= |m| e n = 1,2,3, . . .

En =− h̄2

2ma20

1
n2

=−13.6056eV
n2
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Potencial 1D
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Grá�co das funções radiais
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Espectro
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Distribuição angular
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Níveis de energia

António Amorim Física Quântica II



Densidades de Probabilidade

ψ100 ψ200 ψ210 ψ211
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Secção e�caz e função de onda assimptótica

ψE ∼ Cie
i p∞

h̄ z +Cf (θ ,φ)
e i

p∞

h̄ r

r
ou C

[
e i

p∞

h̄ z + f (θ ,φ)
e i

p∞

h̄ r

r

]
onde p∞ =

√
2mE e k = p∞/h̄ .

O número de partículas de saída num ângulo sólido com ρ0 = r2ρ = C ∗
f Cf é

dI = v dt
ρ0

r2
dAΩ = v dt ρ0 dΩ

O numero de partículas incidente (beam ρb = C ∗
i Ci ) nesta secção e�caz deve ser,

dI = v dt ρbdσ

da igualdade em dI vem que

dσ

dΩ
=

ρ0

ρb
=

C ∗
f (θ ,φ)Cf (θ ,φ)

C ∗
i Ci

= |f |2
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Demonstração de que a onda emergente é livre

A equação de vetor próprio de energia para V (r) = 0,

− h̄2

2m

[
∂ 2

∂ r2
+

l(l +1)
r2

]
rR(r) = E rR(r)

substituindo,

R(r) =
e i

p∞

h̄ r

r

obtemos rR(r) = e i
p∞

h̄ r

− h̄2

2m

[(
−p2∞
h̄2

)
+

l(l +1)
r2

]
e i

p∞

h̄ r = E e i
p∞

h̄ r

que é válida para r → ∞, ∀l com,

E =
p2∞
2m
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Método das ondas parciais

Expansão ondas parciais,

e ikz = e ikr cos(θ) =
∞

∑
l=0

i l
√
4π (2l +1)jl(k r)Y

0
l (θ)

se expandirmos Cf (θ)/Ci = ∑l
h̄
p∞
(−i)l flY

0
l (θ) a equação com a onda plana

transforma-se numa soma de,

ψEl ∼

[
i l
√
4π (2l +1)jl(k r)Y

0
l (θ)+

h̄

p∞

(−i)l flY
0
l (θ)

e i
p∞

h̄ r

r

]

se substituirmos o comportamento para r → ∞ obtemos,

REl(r)r→∞ ∼ ·· · e
iδl

r

[
e−i(kr+δl )+(−1)l+1e i(kr+δl )

]
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Secção e�caz e onda parciais

de Cf (θ)/Ci = ∑l
h̄
p∞
(−i)l flY

0
l (θ) vem

dσ

dΩ
= |Cf (θ)/Ci |2 =

h̄2

p2∞

∞

∑
l=0

∞

∑
l1=0

i l−l1f ∗l fl1Y
0
l (θ)Y

0
l1(θ)

mas os fl podem escrever-se como

fl = i l+1
√
4π (2l +1)e iδl sinδl

onde o δl se chama �phase shift�.
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Aproximação de Born
Nesta aproximação,

f (θ ,φ) =
µ

2π h̄2

∫
r⃗ ′
e−i(k⃗f −k⃗i )·⃗r ′V (⃗r ′)d3r⃗ ′2

pelo que,

dσ

dΩ
= |f (θ ,φ)|2 =

∣∣∣∣ µ

2π h̄2

∫
r⃗ ′
e−i(k⃗f −k⃗i )·⃗r ′V (⃗r ′)d3r⃗ ′

∣∣∣∣2
e, para potenciais centrais (⃗q = k⃗f − k⃗i ),

f (θ ,φ) =
µ

2π h̄2
2π

∫
∞

0

∫
π

0
e−iqr cosθV (r)r2 sinθ dθ dr

ou seja,

f (θ ,φ) =
2µ

qh̄2

∫
∞

0
sin(qr)V (r)r dr
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Método perturbativo - A13

Consideremos a equação de Schrödinger

(E −H0−V )ψE = 0

que podemos resolver como
(E −H0)ψE = VψE

ou seja
ψE = (E −H0)

−1VψE

mas E −H0 não é invertível pois, quando diagonalizado, pode ter valores próprios 0.
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Eq. Lippman Schwinger- D31

Vamos introduzir uma parte imaginária em E para isso nunca acontecer,

(E −H0+ iε)ψE = iεψE +VψE

ou seja,
ψE = (E −H0+ iε)−1 iεψE +(E −H0+ iε)−1VψE

se expandirmos em estados próprios de H0 ψE = ∑n cnψ0
En

vemos que apenas a

componente em que E = Ensobrevive com limε→0 (E −H0+ iε)−1 iεψE = cnψ0 pelo
que

ψE = ψ
0
E +G0VψE

que é a equação de Lippman-Schwinger com ψ0
E como solução livre e

G0 = limε→0+ (E −H0+ iε)−1
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Função de Green

A função de Green G0 = (E −H0+ iε)−1 pode escrever-se na forma,

h̄2

2m

(
k2+∇

2
)
G (⃗r − r⃗ ′) = δ

3(⃗r − r⃗ ′)

o que conduz a

G (⃗r − r⃗ ′) =−2m

h̄2
e i k⃗·(⃗r−r⃗ ′)

4π |⃗r − r⃗ ′|

pelo que ψE = ψ0
E +G0VψE �ca

ψE = ψ
0
E −

∫
r⃗ ′

2m

h̄2
e i k⃗·(⃗r−r⃗ ′)

4π |⃗r − r⃗ ′|
VψE d

3r⃗ ′

que se pode resolver perturbativamente começando por colocar ψE ∼ ψ0
Eno integral e

seguindo sucessivamente.
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Spin no deuterão

Spin 1/2: Operadores com relações de comutação

[S⃗ , S⃗ ] = i h̄S⃗

compatíveis com |s,ms⟩ tal que

S⃗2 |s,ms⟩= h̄2s(s+1) |s,ms⟩

e
Sz |s,ms⟩= h̄ms |s,ms⟩

mas com s = 0,1/2,1,3/2,2,5/2...
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Somas de spin

protão + neutrão, ambos com spin 1/2. Na soma S⃗D = S⃗p+ S⃗n. Na soma

|sn− sp| ≤ sD ≤ |sn+ sp|

e
mD =mn+mp

pelo que sD = 0 ou sD = 1,

|0,0⟩= |1/2n⟩ |−1/2p⟩− |−1/2p⟩ |1/2n⟩√
2

e |1,1⟩= |1/2n⟩ |1/2p⟩ e |1,−1⟩= |−1/2n⟩ |−1/2p⟩ e

|1,0⟩= |1/2n⟩ |−1/2p⟩+ |−1/2p⟩ |1/2n⟩√
2
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Deuterão , único estado ligado n-p

A observação mostra que JD = 1 e P (⃗r → −⃗r) |Deuter ão⟩= |Deuter ão⟩. Mas

PYm
l (θ ,φ) = (−1)lYm

l (θ ,φ)

pelo formulário, Y 0
0 (θ) =

√
1
4π
,rY 0

1 =
√

3
4π
z

,rY ±1
1 =∓

√
3
8π
(x± iy),r2Y 0

2 =
√

5
16π

(
2z2−x2−y2

)
,r2Y ±1

2 =∓
√

5
8π
z(x± iy) ,

r2Y ±2
2 =

√
15
32π

(x± iy)2

portanto no Deuterão l = 0,2,4,6, . . . mas |l − sD | ≤ 1≤ |l + sD | e
sD = 0 em que l = 1 impossível por P

sD = 1 em que l = 0 (estado S) e l = 2 (estado D) pois l = 1 impossível por P

António Amorim Física Quântica II



Indice

1 Apresentação e Introdução

2 Material Adicional
Potencial Central
Comentários sobre Colisões/Dispersão
Comentários sobre Função de onda do Deuterão
Comentários sobre Relações de Heisenberg
Comentários sobre Momento Angular
Molécula de hidrogénio
Spin em H2

Determinantes de Slater
Formulação matricial

3 Evolução no tempo

4 Formulário António Amorim Física Quântica II



Valor médio, variância e desvio padrão
O valor médio, num estado de um observável A que toma os valores ai com
probabilidades pi é dado por

< A>= ∑
i

aipi

Se se tratar de uma variável aleatória continua a com densidade de probabilidade ρ(a),

< A>=
∫

aρ(a)da

Para a variância das mesmas escrevemos,

σ
2
A = ∑

i

(ai−< A>)2 pi

ou,

σ
2
A =

∫
(a−< A>)2 ρ(a)da

Em Mecânica Quântica,

< A>= ⟨ψ|Aψ⟩=
∫

ψ
∗A(ψ)dx d . . .
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Valor médio em Mecânica Quântica
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Consideremos que ψ = c1ψ1+ c2ψ2+ . . ., então,

⟨ψ|Aψ⟩= c1 ⟨ψ|Aψ1⟩+ c2 ⟨ψ|Aψ2⟩+ . . .

ou seja,

⟨ψ|Aψ⟩= c1a1 ⟨ψ|ψ1⟩+ c2a2 ⟨ψ|ψ2⟩+ . . .

que é

⟨ψ|Aψ⟩= c∗1c1a1+ c∗2c2a2+ . . .= ⟨A⟩

Caso Particular:
Se o estado ψ é um vetor próprio, < A>= a e σA = 0.
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Relações de Heisenberg (I)

Consideremos os operadores hermíticos A′ = A−< A> e B ′ = B−< B >, então,

σ
2
Aσ

2
B = ⟨A′2⟩⟨B ′2⟩

= ⟨ψ|A′A′
ψ⟩⟨ψ|B ′B ′

ψ⟩
= ⟨A′

ψ|A′
ψ⟩⟨B ′

ψ|B ′
ψ⟩

Pela relação de Cauchy-Schwartz, ℑ⟨φ |ϕ⟩2 ≤ |⟨φ |ϕ⟩ |2 ≤ ⟨φ |φ⟩⟨ϕ|ϕ⟩ pelo que,

σ
2
Aσ

2
B ≥ ℑ⟨A′

ψ|B ′
ψ⟩2

mas ⟨A′ψ|B ′ψ⟩∗ = ⟨B ′ψ|A′ψ⟩ pelo que,

−i ⟨ψ|(AB−BA)ψ⟩= 2ℑ⟨A′
ψ|B ′

ψ⟩

António Amorim Física Quântica II



Relações de Heisenberg (II)

De σ2
Aσ2

B ≥ ℑ⟨A′ψ|B ′ψ⟩2 e i ⟨ψ|(A′B ′−B ′A′)ψ⟩= 2ℑ⟨A′ψ|B ′ψ⟩,

σ
2
Aσ

2
B ≥ 1

22
⟨[A′,B ′]⟩2

mas [A′,B ′] = [A,B] ou seja,

σAσB ≥ 1
2
| ⟨[A,B]⟩ |

Exemplos: [xi ,xj ] = 0 ; [pi ,pj ] = 0 ; [xi ,pj ] = i h̄δij e (com rotações)

[Lx ,Ly ] = i h̄Lz

[xi ,Li ] = 0 mas [x ,Ly ] = i h̄z e [pi ,Li ] = 0 mas [px ,Ly ] = i h̄pz e [⃗r2,Li ] = 0 mas
[⃗r , L⃗2] ̸= 0.
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Operadores L±

De�nição :
L± = Lx ± iLy

Elementos de matriz:

L±Y
m
l =

√
l(l +1)−m(m±1)Ym±1

l

Comutadores: [⃗
L2,L±

]
= 0; [Lz ,L±] =±L±
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O Hamiltoneano de H2e o operador de permuta

Procurar a função de onda ψ(x1,y1,z1,x2,y2,z2) vetor próprio de,

com,

e
P12ψ(x1,y1,z1,x2,y2,z2) = ψ(x2,y2,z2,x1,y1,z1)

com P2
12 = 1 e P12HP12 = H, ou seja

[H,P12] = 0
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Função de onda de H2 e densidade de probabilidade

Aproximação de função de onda. De�nição

ψ (⃗r1, r⃗2) = ψl (⃗r1)ψr (⃗r2)

Notação ψlψr (⃗r1, r⃗2 assumidos na ordem). Podemos pensar na combinação,

ψ = aψlψr +bψrψl

com norma,

Apenas a/b é realmente um grau de liberdade.
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Densidade de probabilidade

A densidade de probabilidade ,

ρ (⃗r1, r⃗2)=ψ
∗(⃗r1, r⃗2)ψ (⃗r1, r⃗2)= a2ρl (⃗r1)ρr (⃗r2)+b2ρr (⃗r1)ρl (⃗r2)+abψ

∗
l (⃗r1)ψr (⃗r1)ψ

∗
r (⃗r2)ψl (⃗r2)+baψ

∗
r (⃗r1)ψl (⃗r1)ψ

∗
l (⃗r2)ψr (⃗r2)

de�nindo dado que todas as variáveis são reais e de�nindo(ψ
l
ψr ) (⃗r) = ψl (⃗r)ψr (⃗r),

ρ (⃗r1, r⃗2) = a2ρl (⃗r1)ρr (⃗r2)+b2ρr (⃗r1)ρl (⃗r2)+2ab (ψlψr ) (⃗r1)ψlψr (⃗r2)

De�nindo a densidade de partículas:

António Amorim Física Quântica II



Densidade eletrónica

De�nindo a densidade eletrónica (carga) como,

n(⃗r) =
∫

|ψ (⃗r , r⃗2)|2 d3r⃗2+
∫

|ψ (⃗r1, r⃗)|2 d3r⃗1,

como
∫

ρl ,r (⃗r)dr⃗ = 1 e
∫

ψlψr (⃗r)dr⃗ = ⟨ψl |ψr ⟩= S obtém-se,

n(⃗r) =
(
a2+b2

)
(ρl (⃗r)+ρr (⃗r))+4ab ((ψlψr ) (⃗r)S)

como a2+b2+2ab ⟨ψl |ψr ⟩2 = 1,

n(⃗r) =
(
1−2abS2

)
(ρl (⃗r)+ρr (⃗r))+2ab (2(ψlψr ) (⃗r)S)

ou seja
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Estado ψrψl
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Estado Simétrico
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Estado Anti-simétrico
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Cálculo da densidade eletrónica

Para a densidade eletrónica

n(⃗r) =
∫

|ψ (⃗r , r⃗2)|2 d3r⃗2+
∫

|ψ (⃗r1, r⃗)|2 d3r⃗1,

cálculo, ao longo da linha entre os dois núcleos o integral de sobreposição
S = ⟨ψl |ψr ⟩ na tabela 9C.1 pág 359 do Atkins, Physical Chemistry (Z = 1),
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Cálculo do Hamiltoneano

E também, para o Hamiltoneano, os integrais moleculares,

j = j0

∫
ψlψl

rl
d3r⃗ =

j0
R

{
1−
(
1+

R

a0

)
e−2R/a0

}
e

k = j0

∫
ψlψr

rr
d3r⃗ =

j0
a0

(
1+

R

a0

)
e−R/a0

com j0 =
e2

4πε0
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Normalização

Considerando
ψ = aψl(r1)ψr (r2)+bψr (r1)ψl(r2)

com a,b reais, podemos escrever,

ψ
∗
ψ = a2ψ

∗
l (r1)ψl(r1)ψ

∗
r (r2)ψr (r2)

+ b2ψ
∗
r (r1)ψr (r1)ψ

∗
r (r2)ψr (r2)

+ abψ
∗
l (r1)ψr (r1)ψ

∗
r (r2)ψl(r2)

+ abψ
∗
r (r1)ψl(r1)ψ

∗
l (r2)ψr (r2)

ou seja,

⟨ψ|ψ⟩=
∫

ψ
∗
ψd3r⃗1d

3r⃗2 = a2+b2+2abS2 = 1

onde S =
∫

ψ∗
l ψrd

3r⃗ = ⟨ψl |ψr ⟩ para estados 100 é real.
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Densidade de eletrões

A densidade n(⃗r) =
∫
|ψ (⃗r , r⃗2)|2 d3r⃗2+

∫
|ψ (⃗r1, r⃗)|2 d3r⃗1, assume,

n(⃗r) =
(
a2+b2

)(
|ψl |2+ |ψr |2

)
+2abS (ψ∗

l ψr +ψ
∗
r ψl)

o que, atendendo à condição de normalização, dá o mesmo que a Eq. 5.7.
Considerando que ψ100 é real obtemos:

n(⃗r) =
(
a2+b2

)(
ψl

2+ψr
2
)
+4abSψlψr

com a normalização
a2+b2+2abS2 = 1
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Nas combinações par e ímpar

Para b± =±a± temos 2a2±±2a2±S
2 = 1 pelo que

a± =
1√

2(1±S2)

e
n(⃗r) = 2a2±

(
ψl

2(⃗r)+ψr
2(⃗r)

)
±4a2±Sψl (⃗r)ψr (⃗r)
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Densidade para R10na linha de união

Como R10 = 2a−3/20 e
− r

a0 temos

|ψl (⃗r)|2 = 4a−30 e−2x/a0

|ψr (⃗r)|2 = 4a−30 e−2(R−x)/a0

ψl (⃗r)ψr (⃗r) = 4a−30 e−R/a0

e
a30n(r/a0) = 8a2±

(
e−2x/a0 + e−2(R−x)/a0

)
±16a2± e−R/a0
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Grá�co da função
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Comparação com os valores experimentais

1 Valores observados
1 EB = 4.52 eV
2 d = 0.74 A

2 Valores estimados (a=b)
1 EB = 3.2 eV
2 d = 0.87 A
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Sistemas com dois estados

Considerando ψ = c1ψ1+ c2ψ2 e |c1|2+ |c2|2 = 1 com

António Amorim Física Quântica II



Métodos Recentes

GAMESS https://www.msg.chem.iastate.edu/tutorials/tutorials.html

Método do funcional de densidade
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Spin em H2

Consideremos a função de onda geral ψ = ψ (⃗r1,Sz1, r⃗2,Sz2; t) com

como

então

O principio de exclusão de Pauli conduz a,
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Anti-simetrização da função de onda 2 part.

Consideremos 4 casos, ex:
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Anti-simetrização da função de onda

De I partículas e N estados: IN (distintas) ->
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Formulação matricial

Resolver Hψ = Eψ com
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Solução da Equação de Schrödinger

A equação

i h̄
∂ψ

∂ t
= Hψ

com a expansão em estados próprios ψnonde Hψn = Enψn e,

ψ(t) = ∑
n

cn(t)ψn

resulta,

Hψ(t) = ∑
n

cn(t)Enψn = i h̄∑
n

dcn(t)

dt
ψn

como ψnsão independentes (⟨ψn|),

i h̄
dcn(t)

dt
= cn(t)En =⇒ cn(t) = cn(0)e

−i Enh̄ t
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Conservação de Energia

Pela expansão

as probabilidades �cam independentes do tempo

Qualquer valor médio ou momento estatístico de H é constante.
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Estados estacionários

Caso particular. Para um estado estacionário ψn,

ψ(t) = cn(0)e
−iEnt/h̄ψn

com densidade de probabilidade ψ∗ψ constante. Mais, para um observável A com valor
próprio α , e estado próprio ψα ,

Pα(t) = | ⟨ψα |ψ(t)⟩ |2 = e iEnt/h̄e−iEnt/h̄| ⟨ψα |ψn⟩ |2 = | ⟨ψα |ψn⟩ |2 = Pα(0)

Todas as probabilidades de qualquer observável são constantes. São constantes os
valores médios e momentos estatísticos.
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Evolução de valores médios
A equação de Schrödinger com i h̄ ∂ψ

∂ t = Hψ , para qualquer ϕ

i h̄ ⟨ϕ|∂ψ

∂ t
⟩= ⟨ϕ|Hψ⟩

conjugando,

−i h̄ ⟨∂ψ

∂ t
|ϕ⟩= ⟨Hψ|ϕ⟩

então ,
d ⟨A⟩
dt

=
d ⟨ψ|Aψ⟩

dt
= ⟨∂ψ

∂ t
|Aψ⟩+ ⟨ψ|∂A

∂ t
ψ⟩+ ⟨ψ|A∂ψ

∂ t
⟩

ou seja,
d ⟨A⟩
dt

=
i

h̄
[⟨Hψ|Aψ⟩−⟨ψ|AHψ⟩]+

〈
∂A

∂ t

〉
mas como H é hermítico,

d ⟨A⟩
dt

=
i

h̄
⟨ψ|[H,A]ψ⟩+

〈
∂A

∂ t

〉
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Exemplos de evolução de valores médios
Da relação

d ⟨A⟩
dt

=
i

h̄
⟨[H,A]⟩+

〈
∂A

∂ t

〉

resulta, com,

pelo que,

e, como d⟨px ⟩
dt = i

h̄ ⟨[H,px ]⟩,

porque [V ,px ] =− h̄
i

∂V
∂x . Teorema de Ehrenfest

(
dp⃗
dt = F⃗

)
.

António Amorim Física Quântica II



Indice

1 Apresentação e Introdução

2 Material Adicional

3 Evolução no tempo
A equação de Schrödinger
Evolução de valores médios
Teorema do Virial
Relação de incerteza Tempo-Energia
Simetrias/Problemas

4 Formulário

António Amorim Física Quântica II



Teorema do Virial e aplicações

Teorema, num estado estacionário,

⟨2T ⟩= ⟨⃗r · ∇⃗V ⟩

ex 1: V = 1
2
kr2 e ∇⃗r = e⃗r pelo que ∇⃗V = kr⃗ e

⟨2T ⟩= ⟨⃗r · ∇⃗V ⟩= ⟨kr2⟩= ⟨2V ⟩

ou seja,
⟨T ⟩= ⟨V ⟩

e ex 2: V =− e2

4πε0

1
r pelo que ∇⃗V = e2

4πε0

e⃗r
r2

e r⃗ · ∇⃗V =−V ,

⟨T ⟩= ⟨−V ⟩
2
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Demonstração do teorema do Virial

Da evolução no tempo,
d ⟨⃗r · p⃗⟩

dt
=

i

h̄
⟨[H, r⃗ · p⃗]⟩

mas [T , r⃗ · p⃗] = ∑i [T , ripi ] = ∑i (ri [T ,pi ]+ [T , ri ]pi ) = ∑i [T , ri ]pi ou seja

[T , r⃗ · p⃗] = ∑
ij

[
p2j
2m

, ri

]
pi =

1
2m

(
∑
ij

pj [pj , ri ]pi +[pj , ri ]pjpi

)
=

−i h̄

m
p⃗2 =−i h̄2T

e [V , r⃗ · p⃗] = ∑i [V , ripi ] = ∑i (ri [V ,pi ]+ [V , ri ]pi ) = ∑i ri [V ,pi ] e [V ,pi ] =− h̄
i

∂V
∂ ri

,

[V , r⃗ · p⃗] = i h̄⃗r · ∇⃗V

pelo que, num estado estacionário, d ⟨⃗r ·⃗p⟩
dt = 0=−i h̄

(
⟨2T ⟩− ⟨⃗r · ∇⃗V ⟩

)
.
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Relação de incerteza Tempo-Energia

De modo análogo a σxσp ≥ h̄
2
também,

σEσt ≥
h̄

2

o problema consiste em de�nir σt . Por Mandelshtam-Tamm para um observável A∣∣∣∣d ⟨A⟩dt

∣∣∣∣= σA

σt
=

∣∣∣∣ ih̄ ⟨[H,A]⟩
∣∣∣∣

e

σEσA≥
1
2
|⟨[H,A]⟩|= h̄

2
σA

σt
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Leis de conservação

As leis de conservação são a informação mais �ável e com maior valor para sistemas
em que não dominamos todas as interações ou são muito complexos de resolver.

As leis de conservação resultam da invariância do sistema (H, ..) para simetrias
externas.
Simetria operador Conservação observável cons. não cons.

Translação U (⃗r) Momento linear p⃗ V (⃗r1− r⃗2) V (⃗r)

Rotação R (⃗nα) Momento Angular L⃗ V (r) V (⃗r)

Evol. no tempo U(t) Energia H V (⃗r , v⃗) V (⃗r , v⃗ , t)

Par. (⃗r → −⃗r) P P±1 V (|⃗r |) V (⃗r)

Inv,(t →−t) T T±1
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Simetrias internas

Simetria operador Conservação mediador/

Conj. Carga C C ±1
Isospin forte I (n,p) . . . I 2, Iz
Hipercarga f. Y hiperões.. Y

Gauge U(1) Q q γ

Gauge SU(2) e,νe isopin fraco Z ,W±

Gauge SU(3) qr ,qg ,qb sing. cor gs
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Problema 16

De�na o operador da translação a ao longo do eixo xx , U(a), por,

U(a)ψ(x) = ψ(x−a) .

Relacione a derivada ∂U(a)
∂a com o operador quântico de momento linear

px =−i h̄ ∂

∂x e U(a). Resolva a equação diferencial resultante para U(a).

Por derivação

∂U(a)

∂a
ψ(x) =

∂ψ(x−a)

∂a
=

∂ψ(x−a)

∂ (x−a)

∂ (x−a)

∂a
=

= −∂ψ(x−a)

∂ (x−a)

∂ (x−a)

∂x
=−∂ψ(x−a)

∂x

pelo que

∂U(a)

∂a
ψ(x) =−∂ψ(x−a)

∂x
=

1
i h̄
pxψ(x−a) =

1
i h̄
pxU(a)ψ(x)
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Problema 16 II

Assim, de,
U(a)ψ(x) = ψ(x−a)

resulta,
∂U(a)

∂a
=

px
i h̄

U(a)

que se integra como,
U(a) = Ae−i pxh̄ a

e, como U(0) = 1, então A= 1 e

U(a) = e−i pxh̄ a
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Problema 17

Mostre que U(a) obtido é unitário, ou seja, ⟨ψ|U(a)φ⟩= ⟨U−1(a)ψ|φ⟩ e relacione
⟨Uψ|Uφ⟩ com ⟨ψ|φ⟩ de modo genérico.

Como

⟨ϕ|U(a)ψ⟩ =
∫

ϕ
∗(x)U(a)ψ(x)dx =

∫
ϕ
∗(x)ψ(x−a)dx

=
∫

ϕ
∗(x+a)ψ(x)dx =

∫
[U(−a)ϕ(x)]∗ ψ(x)dx

então
⟨ϕ|U(a)ψ⟩= ⟨U(−a)ϕ|ψ⟩

portanto com a de�nição geral de hermítico conjugado, ⟨ϕ|Aψ⟩= ⟨A+ϕ|ψ⟩,

U(a)+ = U(−a)
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Problema 17 II

e também,

U(−a)U(a)ψ(x) = U(−a)ψ(x−a) = ψ ((x−a)− (−a)) = ψ(x)

portanto
U(a)U+(a) = U(a)U(−a) = 1

e U+(a) = U−1(a). Daqui,

⟨U(a)ψ|U(a)φ⟩= ⟨U+(a)U(a)ψ|φ⟩= ⟨ψ|φ⟩

que também se obtém por,

⟨U(a)ψ|U(a)φ⟩=
∫

ψ
∗(x−a)φ(x−a)dx =

∫
ψ

∗(x)φ(x)dx = ⟨ψ|φ⟩
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Problema 17 (alternativa)

Ou ainda
U(a) = e−i pxh̄ a

então como a operação A+ pode ser vista como AT∗,

U+(a) =
(
e−i pxh̄ a

)+
=

(
∞

∑
k=0

1
k!

(
− i

h̄
a

)k

pkx

)+

portanto

U(a)+ =
∞

∑
k=0

1
k!

(
i

h̄
a

)k (
p+x
)k

=
∞

∑
k=0

1
k!

(
i

h̄
a

)k

pkx = e i
px
h̄ a = U(−a) = U−1(a)
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Problema 18

De�na o operador da rotação α ao longo do eixo zz , R(α), por,

R(α)ψ(r ,θ ,ϕ) = ψ(r ,θ ,ϕ −α) .

Relacione a derivada ∂R(α)
∂α

com o operador quântico de momento angular
Lz =−i h̄ ∂

∂ϕ
e R(α). Resolva a equação diferencial resultante para R(α).

Por derivação

∂R(α)

∂α
ψ(r ,θ ,ϕ) =

∂ψ(r ,θ ,ϕ −α)

∂α
=

∂ψ(r ,θ ,ϕ −α)

∂ (ϕ −α)

∂ (ϕ −α)

∂α

= −∂ψ(r ,θ ,ϕ −α)

∂ (ϕ −α)

∂ (ϕ −α)

∂ϕ
=−∂ψ(r ,θ ,ϕ −α)

∂ϕ

pelo que

∂R(α)

∂α
ψ(r ,θ ,ϕ) =−∂ψ(r ,θ ,ϕ −α)

∂ϕ
=

1
i h̄
Lzψ(r ,θ ,ϕ −α) =

1
i h̄

1
i h̄
LzR(α)ψ(r ,θ ,ϕ)
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Problema 18 II

onde ψ(r ,θ ,ϕ) é genérico, pelo que,

∂R(α)

∂α
=

Lz
i h̄

R(α)

que se integra como,
R(α) = Ae−i Lzh̄ a

e, como R(0) = 1, então A= 1 e

R(α) = e−i Lzh̄ a
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Problema 19

Mostre que R(α) obtido é unitário e relacione ⟨Rψ|Rφ⟩ com ⟨ψ|φ⟩ de modo
genérico.

Como

⟨ϕ|R(α)ψ⟩ =
∫

ϕ
∗(r ,θ ,ϕ)R(α)ψ(r ,θ ,ϕ)dΩ=

∫
ϕ
∗(r ,θ ,ϕ)ψ(r ,θ ,ϕ −α)dΩ

=
∫

ϕ
∗(r ,θ ,ϕ +α)ψ(r ,θ ,ϕ)dΩ=

∫
[R(−α)ϕ(r ,θ ,ϕ)]∗ ψ(r ,θ ,ϕ)dΩ

então
⟨ϕ|R(α)ψ⟩= ⟨R(−α)ϕ|ψ⟩

portanto
R(α)+ = R(−α)
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Problema 19 II
Partindo de,

R(α)+ = R(−α)

e como,

R(−α)R(α)ψ(r ,θ ,ϕ) = R(−α)ψ(r ,θ ,ϕ −α) = ψ (r ,θ ,(ϕ −α)− (−α)) = ψ(r ,θ ,ϕ)

portanto
R(α)R+(α) = R(α)R(−α) = 1

e R+(α) = R−1(α). Daqui,

⟨R(α)ψ|R(α)φ⟩= ⟨R+(α)R(α)ψ|φ⟩= ⟨ψ|φ⟩

que também se obtém por,

⟨R(α)ψ|R(α)φ⟩=
∫

ψ
∗(r ,θ ,ϕ−α)φ(r ,θ ,ϕ−α)dΩ=

∫
ψ

∗(r ,θ ,ϕ)φ(r ,θ ,ϕ)dΩ= ⟨ψ|φ⟩
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Problema 20

Das seguintes simetrias diga quais as que mudam o tipo de partícula descrita pelo
estado (simetrias internas):

1 Translação
2 Rotação
3 Translação no tempo
4 Rotação de cor nos quarks
5 Paridade
6 Rotação de isospin fraco
7 Inversão no tempo
8 Conjugação de Carga

4) 6) 8)
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Formulário |

e iθ = cos(θ)+ i sin(θ)

sin(α +β ) =
sin(α)cos(β )+cos(α)sin(β )

cos(α +β ) =
cos(α)cos(β )− sin(α)sin(β )

Função de onda ψ(x ,y ,x ; t)

⟨φ |ψ⟩=
∫

φ ∗ψ dx dy dz

||ψ||2 =
∫

ψ∗ψ dx dy dz

Hermit. ⟨φ |Aψ⟩= ⟨Aφ |ψ⟩
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Formulário II

A |ψλ ⟩= λ |ψλ ⟩
|ψ⟩= ∑λ cλ |ψλ ⟩
ρ(λ ) = | ⟨ψλ |ψ⟩ |2/⟨ψ |ψ⟩
⟨A⟩=

∫
ψ(x)∗Aψ(x)dx

σA =
√

⟨(A−⟨A⟩)2⟩
σx σp ≥ h̄/2

σA σB ≥ |⟨[A,B]⟩|
2

σE σt ≥ h̄
2

De Broglie λB = 2π h̄/p

px =−i h̄ ∂

∂x

p⃗ =−i h̄∇⃗

p⃗ = h̄⃗k∣∣ψk⃗

〉
= N e−i k⃗ r⃗

H = p2

2m +V (x ,p)

H ψE (. . .) = E ψE (. . .)

i h̄ ∂ψ

∂ t = Hψ
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Formulário II

Caixa:

ψn(x) =
√

2
lx
sin
(
nπ

x
lx

)
En = n2 h̄

2
π2

2ml2x
n = 1, . . .

Osc. Har. V (x) = c x2/2

ω =
√

c
m l =

√
h̄

mω

h0(x) =
1

(π l2)1/4
e−

x2

2l2

h1(x) =
2x/l

(4π l2)1/4
e−

x2

2l2

h2(x) =
2(x/l)2−1
(4π l2)1/4

e−
x2

2l2

h3(x) =
2(x/l)3−3x/l
(9π l2)1/4

e−
x2

2l2

En =
1+2n
2

h̄ω n = 0, . . .

L⃗=−i h̄⃗r × ∇⃗

Lz =−i h̄ ∂

∂ϕ
; L± = Lx ± iLy

LzY
m
l =mh̄Ym

l m =−l . . . l

L2Ym
l = l(l +1)h̄2Ym

l

L±Y
m
l =

√
l(l+1)−m(m±1)h̄Ym±1

l

Y 0

0
=
√

1

4π

rY 0

1
=
√

3

4π
z

rY±1
1

=∓
√

3

8π
(x± iy)

r2Y 0

2
=
√

5

16π

(
2z2−x2−y2

)
r2Y±1

2
=∓

√
5

8π
z(x± iy)

r2Y±2
2

=
√

15

32π
(x± iy)2
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Formulário III

x = r sin(θ)cos(ϕ)

y = r sin(θ)sin(ϕ)
z = r cos(θ)

V (r) =− e2Z
4πε0r

ψnlm = Rnl(r)Y
m
l (θ ,ϕ)

En =− h̄2

2mea20n
2 =−13.6eV

n2

R10 =
2√
a30
e
− r

a0

R20 =
2−r/a0

2

√
2a30

e
− r

2a0

R21 =
r/a0

2

√
6a30

e
− r

2a0

VY =−CY
e
−mBc2

h̄c r

r Yukawa

d⟨A⟩
dt = i

h̄ ⟨[H,A]⟩+ ⟨ ∂A
∂ t ⟩

a+ |i⟩=
√
i +1 |i +1⟩ António Amorim Física Quântica II



Formulário IV

h̄ = 1.054571×10−34 J.s

h̄ = 6.58120 . . .×10−16 eV.s

me = 9.109383 . . .×10−31 kg

c = 2.99792×108 m/s

1 eV≈ 1.6×10−19 J

mec
2 ≈ 511×103 eV

e = 1.60217 . . .×10−19C

mpc
2 = 938×106 eV

ε0 = 8.8541×10−12 C2/Jm

h̄c = 197.327 eV·nm
e2

4πε0
= h̄c

137.036

a0 =
4πε0h̄

2

mee2
= 0.0529 nm

Å= 10−10m ; Fm= 10−15m

kB = 8.617×10−5 eV/K
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Formulário V

∫+∞

−∞
e−

x2

a2 dx = |a|
√

π∫+∞

−∞
x2n+1e−

x2

a2 dx = 0∫+∞

−∞
x2e−

x2

a2 dx = a3

2

√
π∫

∞

0 rne−
r
a dr = n!an+1 a> 0

1 eV. nm = 1 MeV. Fm

Eγ = h̄ω , ω = 2πf e c = λ f
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