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Problemas: Série - 7

1.

Sejam 11 e 12 duas fungdes de onda de norma 1 e produto interno .S = (i1 |1)2) real e positivo. Con-
sidere que os produtos internos envolvendo o Hamiltoneano sdo: Hy = (¢1|Ht1), Ha = (2| Hipa)
e His = (¢1|Hs) que assumem todos valores reais. Calcule para a fungao,

P = sin a1 + cosa sy

o valor médio

WL

em funcao de «, S, Hy, Hy, H12 . Para o caso de H; = Hs, quais o valores de « onde acontece o
minimo ou méximo do valor médio. (Sugestdo: simplifique a expressdo utilizando 2sin «acosa =
sin 2« )

. Um Hamiltoneano representado por uma matriz 2 X 2 tem vetores proprios

cos isin g
ul:(isinﬁ) © u2:< cos f3 )

associados aos valores proprios E; = fiwy € Eo = hws. Calcule os produtos internos (uq|u1) , (u1|usz)
e (uz|uz). Um estado tem uma fungio de onda no instante inicial dada por,

Encontre os coeficientes ¢y, ¢ tais que
w(O) = C1U1 + C2U2

e obtenha a fungdo de onda em funcdo do tempo, ¥ (t). Calcule a sua normalizagdo (¢(¢)[(t)).

Considere o operador de rotagio de um angulo o em torno do eixo dos zz como R(a) = e~@l=/h,

De que forma as rotagoes de 30 graus e 720 graus vao transformar a funcdo harmoénico esférico
Y33 (07 QO) .

. Considere um oscilador harménico a uma dimensao que no instante inicial esta no estado

(x,0) = % (¢ ho(x) + hi ()

onde a é uma constante real e ho(z) e hq(z) sdo as fungdes proprias da energia para n = 0 e
n = 1. Escreva a expressdo da evolucdo temporal desta fungdo de onda ¢ (x,t). Considere que,
como deduzido nas aulas,

d@) _
dt m
e que o valor médio do momento é zero tanto para os estados hg como h;. Por fim considere que

[ hl(x)ahaoif) dx=-,/%7 . Escreva a equagiao do movimento de % em funcao do tempo.

Sejam 11 (7) , ¥o(7) duas fungdes proprias normalizadas do Hamiltoneano com valores proprios
, E5 respetivamente. No instante inicial a fun¢do de onda é dada por

P(7,0) = a1 (7) + Bapa(T) .

Calcule Ht) (7, 0) e obtenha a fun¢do de onda em funcéo do tempo (7, t). Calcule também o
produto interno (¢(¢)|(t)) e o valor de (¢ (t)|H(t)) .

Aplique o operador de momento linear p, e o operador de translacio U(a) = e~ =/ (a real) as
funcoes

¢k($) — ceikz w(x) — Zci eikiz7

onde k, k; sdo reais, isto é, determine as fungdes p, (), P9 (z), Ula)vr(x), U(a)y(x). Verifique
U(a)yp(xz) = (') explicitando =’ em termos de z e a.



7.

10.

11.

12.

13.
14.

Seja o Hamiltoneano de um sistema dado por,

0 1
noro(?1)
com 2 real. Obtenha os vetores préprios normalizados de H, uy, us e 0s respetivos valores proprios,
E,, E;. Determine a evolugdo no tempo de v(t) dada a condigdo inicial ¢(0) = u; — us e calcule

(W@l (@))-

Se uma funcdo de onda a uma dimensdo depende do tempo de acordo com a expressao

*p(x,t) ., dw? [Pa? ,
W(2,t) = (. 0) +m/ e dt—%7/0 oty dr

qual é o Hamiltoneano do sistema e qual a massa da particula.

Considere um sistema com um operador Hamiltoneano, H, que ndo depende explicitamente do
tempo.

a) Mostre que a funcao, ¥(7,t) = U(t; to)y (7, to) , considerando to um tempo constante e o operador
Ul(t; o) definido por U(t;ty) = Ae%t, é solucdo da equacio de Schrédinger.

b) Considerando o caso particular de ¢t = ¢y diga qual a expressdo do operador A e simplifique
U(t, to).

¢) Considerando o inverso Ul(tg;t) = U~1(¢;t9) que evolui os estados de ¢ para tg , relacione com o
hermitico conjugado de U.

d) Calcule o produto interno (¢(t)|x(t)) com [(t)) = U(t;to) [(t0)) e [x(8)) = U(t; to) [x(to))

Considere uma func¢ao prépria do operador momento segundo o eixo dos zx como

by(a) = N(x)e

onde N (z) é uma funcéo real que depende tao lentamente de z que podemos considerar dj\(;(f) ~0,

JN?(z)dz =1e [ N?(z)cos(kz)dz = 0. Confirme que, nestas condigdes, 1, () est4 normalizada
e é um fungao propria do operador momento com valor préprio p. Para um Hamiltoneano de
uma particula livre de massa m, diga como esta fun¢do evolui no tempo, ¥,(z,t), e qual é a
densidade de probabilidade p(z,t). Considere também a fungao de onda para o momento vizinho
; (2te)
Vpre(w) = N(z)e ™
probabilidade do estado

*. e deduza uma equacdo da coordenada z(t) para a qual a densidade de

b(x,t) = —= (Up(@, 1) + bpe(,1))

1
V2
¢ maxima, assumindo nestes calculos que N (x) é constante e que E(p+e¢) = E(p)+ %e. (Sugestao:
leve em conta que um maximo de 1 + cos(f) acontece quando 6 = 0)

Aplique o teorema do Virial (Eq. A75 pag 943) ao oscilador harmoénico a 3 dimensdes e ao dtomo
de hidrogénio. Neste caso calcule o valor médio <1/r> para um estado ¥,m.

Num oscilador a uma dimensao, os valores préprios da energia sao dados por E, = (n + %) hw.
Calcule a evolugdo no tempo do estado proprio associado uma destas energias e relacione o tempo
necessario para que esse estado se repita com o periodo cléssico T =

Escreva a fungdo de onda v (z,t) para um oscilador harmonico a uma dimensao.

Considere o espago tridimensional de um sistema quéantico e a base |u1),|us),|us) . Nesta base o
Hamiltoneano tem a representacao matricial

1 20 1
H=| -2 2 =2
1 21 1

a) Calcule os valores proprios de H.
b) Em ¢ = 0 o estado do sistema & ¢(0) = |u;) . Calcule o estado quantico num instante arbitrario

t, () .
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16.

17.

18.

19.
20.

Demonstre que a fun¢ao de onda dada por

, . I ,
B 1) = (7, 0) + E/o H (Rt de (1)
é solucao da equacao de Schrédinger,
L OY(7, ) .
———==H .
ih 5 (7, t)

Para um Hamiltoneano que nao depende explicitamente do tempo, considere um método iterativo
onde na Eq. 1, no termo do integral, consideramos uma fun¢do de onda aproximada em que
Yo(7,t) = ¥(7,0) e calcule a funcdo resultante v (7, t). Substitua de novo essa func¢do no integrado
da Eq. 1 e calcule ¥(7,t) e assim sucessivamente. Mostre que, até ao termo em t? a solugdo
coincide com

Defina o operador da translagdo a ao longo do eixo xz , U(a), por,

Ula)y(z) = ¢(z —a).
Relacione a derivada 8%—2‘1) com o operador quantico de momento linear p, = fiha% e U(a). Resolva
a equagao diferencial resultante para U(a).

Mostre que U(a) obtido é unitario, ou seja, (1|U(a)¢) = (U~ (a)|¢) e relacione (Up|U¢) com
(1|¢) de modo genérico.

Defina o operador da rotagdo « ao longo do eixo zz , R(«a), por,

R(a)¢(r, 0, 90) = 1/}(T7 0,0 — a) .

Relacione a derivada aggx) com o operador quantico de momento angular L, = —ih% e R(w).

Resolva a equagao diferencial resultante para R(«).

Mostre que R(«) obtido é unitario e relacione (Ri|R¢) com (1|¢) de modo genérico.

Das seguintes simetrias diga quais as que mudam o tipo de particula descrita pelo estado (simetrias
internas):
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Conjugacao de Carga



