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Formulário
• eiθ = cos(θ) + i sin(θ)

• sin(α + β) = sin(α) cos(β) +
cos(α) sin(β)

• cos(α + β) = cos(α) cos(β) −
sin(α) sin(β)

• Função de onda ψ(x, y, x; t)

• ⟨ϕ |ψ⟩ =
∫
ϕ∗ψ dx dy dz

• ||ψ||2 =
∫
ψ∗ψ dx dy dz

• Hermit. ⟨ϕ |Aψ⟩ = ⟨Aϕ |ψ⟩

• A |ψλ⟩ = λ |ψλ⟩

• |ψ⟩ =
∑
λ cλ |ψλ⟩

• ρ(λ) = | ⟨ψλ |ψ⟩ |2/ ⟨ψ |ψ⟩

• ⟨A⟩ =
∫
ψ(x)∗Aψ(x) dx

• σA =
√
⟨(A− ⟨A⟩)2⟩

• σx σp ≥ ℏ/2

• σA σB ≥ |⟨[A,B]⟩|
2

• σE σt ≥ ℏ
2

• De Broglie λB = 2πℏ/p

• px = −iℏ ∂
∂x

• p⃗ = −iℏ∇⃗

• p⃗ = ℏk⃗

•
∣∣ψk⃗〉 = N e−ik⃗r⃗

• H = p2

2m + V (x, p)

• H ψE(. . .) = E ψE(. . .)

• iℏ∂ψ∂t = Hψ

• Caixa:

• ψn(x) =
√

2
lx
sin

(
nπ x

lx

)
• En = n2 ℏ2π2

2ml2x
n = 1, . . .

• Osc. Har. V (x) = c x2/2

• ω =
√

c
m l =

√
ℏ
mω

• h0(x) =
1

(πl2)1/4
e−

x2

2l2

• h1(x) =
2x/l

(4πl2)1/4
e−

x2

2l2

• h2(x) =
2(x/l)2−1

(4πl2)1/4
e−

x2

2l2

• h3(x) =
2(x/l)3−3x/l

(9πl2)1/4
e−

x2

2l2

• En = 1+2n
2 ℏω n = 0, . . .

• L⃗ = −iℏr⃗ × ∇⃗

• Lz = −iℏ ∂
∂φ ; L± = Lx ± iLy

• LzY
m
l = mℏY ml m = −l . . . l

• L2Y ml = l(l + 1)ℏ2Y ml
• L±Y

m
l =

√
l(l + 1) −m(m± 1)ℏYm±1

l

• Y 0
0 =

√
1
4π

• rY 0
1 =

√
3
4π

z

• rY ±1
1 = ∓

√
3
8π

(x± iy)

• r2Y 0
2 =

√
5

16π

(
2z2 − x2 − y2

)
• r2Y ±1

2 = ∓
√

5
8π

z(x± iy)

• r2Y ±2
2 =

√
15
32π

(x± iy)2

• x = r sin(θ) cos(φ)

y = r sin(θ) sin(φ)
z = r cos(θ)

• V (r) = − e2Z
4πϵ0r

• ψnlm = Rnl(r)Y
m
l (θ, φ)

• En = − ℏ2

2mea20n
2 = − 13.6eV

n2

• R10 = 2√
a3
0

e
− r

a0

• R20 = 2−r/a0

2
√

2a3
0

e
− r

2a0

• R21 = r/a0

2
√

6a3
0

e
− r

2a0

• VY = −CY e−
mBc2

ℏc
r

r Yukawa

• d⟨A⟩
dt = i

ℏ ⟨[H,A]⟩+ ⟨∂A∂t ⟩

• a+ |i⟩ =
√
i+ 1 |i+ 1⟩

• ℏ = 1.054571× 10−34 J.s

• ℏ = 6.58120 . . .× 10−16 eV.s

• me = 9.109383 . . .× 10−31 kg

• c = 2.99792× 108 m/s

• 1 eV≈ 1.6× 10−19 J

• mec
2 ≈ 511× 103 eV

• e = 1.60217 . . .× 10−19C

• mpc
2 = 938× 106 eV

• ϵ0 = 8.8541× 10−12 C2/Jm

• ℏc = 197.327 eV·nm

• e2

4πϵ0
= ℏc

137.036

• a0 = 4πϵ0ℏ2

mee2
= 0.052918 nm

• Å = 10−10m ; Fm = 10−15m

• kB = 8.617× 10−5 eV/K

•
∫ +∞
−∞ e−

x2

a2 dx = |a|
√
π

•
∫ +∞
−∞ x2n+1e−

x2

a2 dx = 0

•
∫ +∞
−∞ x2e−

x2

a2 dx = a3

2

√
π

•
∫∞
0
rne−

r
a dr = n!an+1 a > 0

• 1 eV. nm = 1 MeV. Fm

• Eγ = ℏω , ω = 2πf e c = λf
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Problemas: Série - 4
1. A secção eficaz diferencial de Coulomb para a dispersão de um electrão por um núcleo de número

atómico Z é dada pela formula de Rutherford,

dσ

dΩ
=

(
Ze2

8πϵ0mev2

)2
1

sin4
(
θ
2

)
que é a mesma, quer seja calculada em mecânica clássica quer em mecânica quântica. Quais os
valores desta secção eficaz em mb = 0.1 fm2 = 10−13nm2 (mili-barn) para a dispersão de um feixe
de electrões com energia de 1 keV por um alvo de hidrogénio para os ângulos de θ = 180, 90, 60, 30
graus. Compare com [https://srdata.nist.gov/SRD64/Elastic/SelInitEnergy/1] (protão com tama-
nho finito) tendo em consideração que (formulário) 1mb = 10−13nm2 = 3.571× 10−11a20. Observe
o gráfico da referência em escala linear e logarítmica.

2. Utilizando os valores da alínea anterior, considere que apenas existe um núcleo no alvo e que
a luminosidade do feixe de electrões é de L = 1030cm−2s−1. Quantos electrões por segundo
seriam observados num detector colocado a 1m do alvo com uma área eficaz de 10 cm2 disposta
perpendicularmente ao feixe emergente e com um angulo de dispersão de 30 graus. considerando
que num intervalo de tempo,

dN =
dNinci
dAinci

dσ

dΩ
dΩ

3. Resolva, para l = 0, a equação radial para Fl (r) = rRl(r) ,{
− ℏ2

2µ

∂2

∂r2
+
l(l + 1)

2µr2
+ V (r)

}
Fnl(r) = EnlFnl(r)

onde µ é a massa reduzida do sistema e o potencial é dado por,

V (r) =

{
−V0 0 ≤ r ≤ a

0 r > a

Assuma que a solução é contínua e tem derivada contínua em r = a e que Rl(r) é finita quando
r → 0.
Calcule o desvio de fase δl comparando a solução R(r) com a expressão (k = p∞/ℏ),

REl(r)r→∞ ∼ · · · e
iδl

r

[
e−i(kr+δl) + (−1)l+1ei(kr+δl)

]
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4. Numa experiência de colisão, o potencial é esfericamente simétrico e, a baixa energia, apenas as
componentes de l = 0 e l = 1 são não nulas. Considerando a expressão para a secção eficaz
diferencial,

dσ

dΩ
= |Cf (θ)/Ci|2 =

ℏ2

p2∞

∞∑
l=0

∞∑
l1=0

il−l1f∗l fl1Y
0
l (θ)Y

0
l1(θ)

mostre que a secção eficaz se pode escrever como dσ
dΩ = a + b cos θ + c cos2 θ e calcule o valor das

secção eficaz total em função de a, b, c.

5. Calcule pela aproximação de Born,

dσ

dΩ
= |f(θ, ϕ)|2 =

∣∣∣∣ µ

2πℏ2

∫
r⃗′
e−i(k⃗f−k⃗i)·r⃗

′
V (r⃗′) d3r⃗′

∣∣∣∣2
para o potencial de Yukawa

V (r) = V0
e−αr

r
,

onde V0 e α são constantes.

6. À semelhança da pergunta 3, resolva o estado l = 0 do deuterão para o potencial a verde na figura,

para a energia negativa, E, com F0(r) = rR0(r),{
− ℏ2

2µ

∂2

∂r2
+ V (r)

}
F0(r) = EF0(r)

7. No estado ”s” (l = 0) do deuterão, assumindo um potencial central em forma de poço com Vc(r) = 0
para r > d0, a forma da função de onda para esta região é dada por uma das duas opções,

(1)ψ(r) = A
e±ikEr

r
ou (2)ψ(r) = A

e−kEr

r
.

Dado que, para l = 0, a equação de Schrödinger na coordenada r é{
− ℏ2

2µr

∂2

∂r2
r ·+V (r)

}
R(r) = ER(r) ,

para uma energia de E = −2.225 MeV, e a massa reduzida µ para o sistema mN = 939.6 MeV/c2
e mP = 938.3 MeV/c2, escreva o valor da massa reduzida, a opção válida e o valor de kE .

8. No deuterão, o potencial de interação neutrão-protão tem um core repulsivo com raio de cerca de
0.5 Fm. Identifique o raio do core com a distância r onde a exponencial do potencial de Yukawa
(VY no formulário) se reduz a 1/e. Qual seria a massa do bosão de interação mB e o sinal da
constante CY que corresponderia ao core repulsivo?

9. Considere duas partículas de spin 1/2 que orbitam uma em torno da outra, num estado ligado de
paridade 1 e momento angular total j = 2. A paridade do harmónico esférico Y ml é (−1)l. Na soma
de dois momentos angulares/spins, j⃗ = j⃗1 + j⃗2 verifica-se m = m1 +m2 e |j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2.
Neste caso, quais as combinações de momento angular l,m de Y ml e os estados de soma dos spins
|s,ms⟩ que podem fazer parte da função de onda do estado ligado?
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10. Considere duas partículas de spin 1/2 que orbitam uma em torno da outra, num estado ligado de
paridade 1 e momento angular total j = 1. A paridade do harmónico esférico Y ml é (−1)l e na soma
de dois momentos angulares/spins j⃗ = j⃗1 + j⃗2, verifica-se m = m1 +m2 e |j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2.
Neste caso, quais as combinações de momento angular Y ml e os estados de soma dos spins |s,ms⟩
podem fazer parte da função de onda do estado ligado?
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