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Problemas: Série - 0

1. Calcule (2 + 3i)? e encontre a suas partes imaginarias e reais.
2. Verifique que o elemento inverso de 7 é —i.

3. Calcule (2 + 3i)(2 — 3i) e as suas partes reais e imaginarias. Calcule em geral a parte imaginaria
de (a +ib)(a — ib).

4. Calcule a amplitude (norma) do nimero complexo 2 + 3i.

5. Mostre que o complexo conjugado de (2 — 3i)? é a poténcia dos complexos conjugados (2 + 3i)? .
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6. Verifique que e~2* é o complexo conjugado de €' utilizando a formula de Taylor (Euler).

7. utilizando a formula de Moivre {e? = cos(6) + isin(6) }, mostre que <" — cos(a).
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8. Mostre que e 57—

= sin(a).
9. Compare graficamente o diagrama do vector a 10 dimensdes ¥ com componentes (0.5,1,1.5,2,2.5,3,3.5,4,4.5,5)

com o grafico da funcao f(x) = x/2.

10. Compare graficamente o diagrama do vector a 10 dimensoes icom componentes (0,0, 1,0,0,0,0,0,0,0),
com o grafico da funcéo f(x) = 1.

11. Calcule o produto interno dos vectores << ;fz ) | < 23Z ))

12. Calcule a norma do vector ( 1 ;— ¢ )

13. Calcule o produto interno das fungoes sin(z) e cos(x) no intervalo 0 < z < 1.
14. Mostre que as funcoes sin(x) e cos(x) sdo ortogonais no intervalo 0 < z < 27.

15. Verifique que a funcédo sin(z) ndo esta normalizada no intervalo 0 < a < 27. Normalize-a nesse
intervalo dividindo pela sua norma.

16. Verifique que o mais geral multiplo de sin(z) que é normalizada no intervalo 0 < x < 27 é EQL\/;(@,
onde « isto é um numero real arbitrario. Mostre, utilizando a formula de Euler que os seguintes

L. . ~ . . sin(xz) —sin(z) isin(z) —isin(z)
multiplos de sin(x) sdo normalizados: N Y vy

17. Mostre que as funcgdese®™™ e 5™ 530 ortonormais no intervalo 0 < z < 1.

18. Qual o resultado do operador % quando aplicado & fungao sin(z)?

19. Se o operador 22 quando aplicado a sin(z) for simplesmente z? sin(z), qual é a diferenga matematica
entre 22 e 127

20. Um operador menos trivial é o operador de translagiao 7,2 que translaciona o gréfico de uma
funcao para a esquerda por 7/2: T2 f(7) = f(x+7/2). (O operador de translagdo esta associado
ao operador momento.) Mostre que 7T/, aplicado a sin(z) da cos(z).

21. O operador de paridade [] torna f(z) em f(—x). (Esta associado a ver um fenémeno por um
espelho.) Mostre que [] deixa cos(z) inalterado mas torna, sin(z) em —sin(z).

22. Mostre que, de um modo mais geral, e***, sio funcdes proprias de %, com valores proprios —k2.
De facto o quadrado de um operador tem as mesmas funcoes proprias do operador mas com o
quadrado dos valores proprios.
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Mostre que qualquer fungéo da forma sin(kz) e qualquer fungéo da forma cos(kz), onde k é uma
constante chamada nimero de onda, é uma fungao prépria do operador j—; , embora nao seja
funcao propria de %.

Mostre que sin(kz) e cos(kz), com k uma constante, sdo fungdes proprias do operador de paridade
I] que transforma f(z) em f(—=x), e diga quais os valores proprios.

Uma aplicacdo linear A é definida por transformar o vector ¥ = zé, + yé, no vector 7, = 2x€, +
4ye,. Verifique que €, e €, sao vectores proprios ortonormais da aplicagdo com valores préprios
respectivamente 2 e 4. Represente a matriz de A na base €y, €.

Uma aplicacdo linear A é definida por transformar o vector 7 = xé, +y€éy no vector 7, = (r + y) €+
(x +y)ey. Verifique que cos(45°)€, + sin(45°)€, e cos(45°)e, — sin(45°)€, sdo vectores proprios
ortogonais desta aplicagdo com valores proprios respectivamente 2 e 0. Nota: cos(45°) = sin(45°) =

1/V/2.
Mostre que o operador 2 é Hermitico mas o operador i nio é.

Mostre em geral que qualquer constante complexa ¢ pode ser posta em evidéncia do lado direito
de um produto interno mas, tem de ser posta em evidencia como conjugada se aparecer no lado
esquerdo: (f|cg) = c(f|g) mas (cflg) = ¢* (f|g).Como resultado o niimero ¢ s6 é um operador
Hermitico se for real: Se ¢ for complexo as duas expressoes acima nao sao iguais.

Mostre que um operador como 2, correspondendo a multiplicar por uma func¢do real, é um operador
Hermitico.

Mostre que o operador % nao é Hermitico mas i% é, assumindo que as func¢des nos quais actuam

sdo nulas nos extremos do intervalo ¢ < x < b em que estdo definidas. (Uma condi¢do menos
restritiva é que sejam periddicas, isto &, f(b) = f(a))

Mostre que se A é um operador Hermitico, entio A2 também o é. Relacione os valores proprios
de A e A2. Como consequéncia, nas condicdes da alinea anterior, o operador —% também é
Hermitico. (Também o operador dd—; mas este com valores proprios negativos que nao se podem
escrever como os quadrados dos valores proprios de i%.)

Um conjunto completo de funcoes proprias do operador — % que sdo fungoes periddicas no intervalo
0 < x <, que tém o valor 0 nos limites do intervalo, é formado pelo conjunto infinito de funcoes,

sin(z) sin(2z) sin(3z) sin(4z)
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Mostre que estas funcoes sao 0 para z = 0 e x = 7 , sa0 ortonormais e que sao fungoes proprias do
2 . . o .
operador fj?, com os valores proprios reais positivos,

1,4,9,16,...
Na realidade elas formam um conjunto completo, isto € uma base.

Um conjunto completo de fungoes proprias do operador i% que sao fungoes periddicas no intervalo
0 <z < 27 é o conjunto infinito de fungoes,

6732'93 6721'1’ efi:n ) ei:v 621'1: 631'1:
ctt 7 ) ) 7 ) ) A
V2 21 27 \/21m 27 /27
Mostre que estas funcoes sdo periodicas, ortonormais e que sio funcoes proprias do operador i-&
A . ’ dx?
com os valores proprios reais,

..,3,2,1,0,—1,-2,-3,...

O facto de serem uma base é mais dificil de provar. Relacione com a transformada discreta de
Fourier.



34. Considere a defini¢do da distribuigdo d(z —a) tal que par qualquer func¢do continua f(z), integravel
-funcao de prova-,

/ T e — a)f(@) = f(a)

Mostre utilizando, se necessario, mudancas de variavel no integral que:

(a) 0(z — ) = 0(zg — )
(b) zd(x) =0
(¢) f(z)d(x —xo) = f(xo)d(x — x0)
(@) b(ex) = L ()
)



